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بحوث العمليات وأساليبها التطبيقية، تستخدم منهجية  الرياضيات فرع من فروعرياضيات المؤسسة هي 
في حل المشكلات واتخاذ القرارات الإدارية، تتعرض مادة بحوث العمليات للأساليب الكمية المستخدمة في اتخاذ 

حيث تم في السنوات الأخيرة تطوير العديد من الأساليب الكمية الجديدة والهامة بهدف المساعدة في  ،القرارات
على توضيح كيفية استخدام هذه الأساليب من أجل تحسين  هذه المطبوعةكيز في وسيكون الت  ،عملية اتخاذ القرار

 عملية اتخاذ القرار.

وهي تستخدم طرق  ،ولبحوث العمليات تطبيقات في الهندسة والعلوم الاقتصادية والإدارية والتسويقية 
 ، حدود الإمكانيات المتاحةالنمذجة الرياضية والتحليل الإحصائي للوصول للحل الأمثل للمشكلات المختلفة في

أي تقوم بالتمثيل ، وذلك بناء على بيانات تفصيلية ودراسة دقيقة للمخرجات وتقدير المخاطر لكل البدائل المتاحة
  الرياضي لمشاكل عملية اتخاذ القرار وإيجاد طرق حل لهذه النماذج الرياضية.

مجالات أخرى متعددة مثل الهندسة الصناعية، ونظرا لتنوع وكثرة تطبيقاتها، تتقاطع بحوث العمليات مع 
وإدارة العمليات، وإدارة المواصلات وهي لا تعالج نفس الموضوعات، إلا أنها تبحث كلها في الحل الأمثل حسب 

وعادة ما يكمن الهدف في الحل الأمثل المنشود هو الحصول على أقل تكلفة ممكنة أو أكبر  ،نوع وطبيعة المسائل
 .ربح ممكن

ســبيل  ىم المؤسسات المختلفة بتطبيــق بحوث العمليات لحــل الكثيــر مــن المشــاكل التــي تواجــهها ومنهــا علــتقو  
المثــال المشــاكل المتعلقــة بــالمخزون الســلعي، والمشــاكل المتعلقـة بتخصـيص المـوارد والتكـاليف، والمشـاكل المتعلقـة 
بـإحلال الآلات أو معـدات الإنتاج، الجدولة...الخ، وأصـبحت أسـاليب بحـوث العمليـات التـي تتنـاول هـذه 

إلـي تشـجيع العديـد مـن المؤسسات بمـا فيهـا الصـغيرة لأن تسـتفيد مـن  أدىلأمـر الـذي المشـاكل نمـاذج معياريـة، ا
  .هـذه النمـاذج فـي حـل العديـد مـن المشـاكل التـي تواجههـا دون أن تستثمر أموالا كبيرة في البحوث والدراسات

قـات العمليـة عـدة عوامـل منهـا التطـور الهائـل انتشـار أسـاليب بحـوث العمليـات فـي التطبي ىهـذا، وقـد سـاعد علـ
والسـريع فـي الحاسـبات الآليـة ونظـم وبـرامج التشـغيل، وزيــادة حــدة المنافســة بــين مؤسسات الأعمــال ممـــا جعلهــا 

تهــا أو خــدماتها بــالجودة العاليــة اســتخدام الطــرق والأســاليب العلميــة التــي تســاعدها علــى تقــديم منتجا ىتلجــأ إلــ
 والتكلفـة المناسـبة. 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
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ونظــرا للأهميــة المشــار إليهــا لأســاليب بحــوث العمليــات فــي حــل العديــد مــن المشاكل التـي تواجـه منشـآت  
بهـذه الأسـاليب وكيفيـة تطبيقهـا والاسـتفادة منهـا فـي تحليـل وتفسـير  كافيـا  الأعمـال، فإنـه يتعـين الإلمام إلمامـا

حتى لا  البيانـات المحاسـبية أو المالية وتقديمها للإدارة بالشكل الذي يساعدها في ترشيد القرارات الإدارية المختلفـة
 شــرحا المطبوعة هقــدم هــذتالمنطلــق ومــن هــذا  ،تكون النتائج سلبية لاستخدام بحوث العمليات في الواقع العملي

مـن فهـم كـل أسـلوب ومعرفـة كيفيـة اسـتخدامه،  الطالبلــبعض أســاليب بحــوث العمليــات بطريقـة تمكـن  مبســطا
ينصــب علــى  اعتبار أن هدفنا الأساسـي ىعلالأســاليب، دون الخـوض فـي الإثباتــات الرياضــية المتعلقــة بتلــك 

  .تــدريب الطالــب علــي كيفيــة تطبيــق هــذه الأســاليب والاســتفادة منهــا فــي المجالات المختلفة

 التالية:اور المحتحتوي هذه المطبوعة على  

 المحور الأول:البرمجة الخطية
 المحور الثاني: طرق حل البرنامج الخطي

 المحور الثالث: الثنائية
 تحليل الحساسية :بعالمحور الرا

 المحور الخامس: مشكل النقل

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 المحور الأول

 البرمــــــــجة الخطيــــــــــة



الخطية البرمجة: الأولالمحور   

 

5 
 

 المحور الأول: البرمجة الخطية.
 :تمهيد

 إحدىمجة الخطية بر البر ، وتعتوالاقتصادية تقدما كبيرا الإداريةتقدمت وسائل التحليل الرياضي للمشاكل 
د وة عاملة، مواسة من قللمؤس استغلال الموارد المتاحة إلىهذه الوسائل وقد استخدمت كلمة برمجة كأداة تهدف 

لى عجي الذي ساعد لتكنولو التقدم لنظرا  الأخيرة نةالآو أولية ..الخ لتحقيق أكبر عائد ممكن، وقد زاد تطبيقها في 
 تطوير الحاسبات الالكتونية المستخدمة في حل مشاكل البرمجة.

ويلية أو ة أو تمنتاجيإاستخدمت البرمجة الخطية في حل العديد من المشاكل الاقتصادية سواء كانت 
ت ين الاستخدامابلنادرة اوارد لات تخصيص المتسويقية أو إدارية، ففي الأولى تساعد البرمجة الخطية في حل مشك

بين  نتاججدولة الإ ؤسسة منة المالبديلة بحيث يتحقق من هذا التوزيع الحد الأقصى من الكفاءة، كما تمكن البرمج
ارة يث تحقق الإدنتاج بحلة للإفروعها بحيث يحقق أقصى عائد ممكن، وتساهم البرمجة الخطية في تحديد أفضل تشكي

 ممكنة أو أقصى دخل ممكن. أقل كلفة

يم التخطيط والتنظكلإدارة  سية لكما تستخدم البرمجة الخطية في اتخاذ القرارات المتعلقة بالوظائف الرئي  
لفة عند نقل كقل  ألى صول إوالرقابة، وتساعد البرمجة الخطية في حل مشاكل النقل والتوزيع حيث تستخدم للو 

طيط في تنفيذ وتخ الخطية برمجةناطق أخرى، فضلا عن ذلك يمكن استخدام الوتوزيع الإنتاج من مناطق معينة إلى م
 المشاريع الاقتصادية والاجتماعية.

ط، طية بأسلوب مبسمجة الخالبر  سيتم التعرف في هذا المحور على مفهوم البرمجة الخطية وكيفية بناء نماذج
 لتكاليف.حسب الهدف المحدد سواء كانت المشكلة تعظيم الأرباح أو تقليل ا

 :تعريف البرمجة الخطيةأولا: 

برمجة الخطية بأنها أسلوب أو طريقة رياضية علمية تهتم بمعالجة مشكلة تخصيص موارد أو طاقات تعرف ال
محدودة لتحقيق هدف معين، ويعبر عن هذا الهدف بدالة خطية تسمى دالة الهدف، وغالبا ما تكون دالة ربح أو 
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إنتاجية وغيرها، أما الموارد المحددة فتعبر عنها مجموعة من المعادلات الخطية والمتاجحات دالة كلفة أو دالة طاقة 
 .1التي تمثل مستلزمات العملية الإنتاجية

إن مصطلح البرمجة يشير إلى استخدام الأسلوب المنطقي في تحليل المشكلة وعلاجها، في حين أن 
المتغيرات الأساسية الداخلة في تركيب دالة الهدف والقيود تأخذ مصطلح الخطية يعني أن هناك علاقات ثابتة بين 

شكل الخط المستقيم، وأن هذا الافتاض كثيرا ما يستخدم لتقريب الواقع إلى صيغة رياضية مبسطة، أما البرمجة 
قيود  الخطية فهي الطريقة الرياضية لتخصيص الموارد النادرة أو المحددة من أجل تحقيق هدف معين ضمن شروط أو

  2دلات أو متباينات خطية.امعينة، حيث يكون من المستطاع التعبير عن الهدف والقيود في صورة مع

، مالية، إنتاجيةبرمجة الخطية على أنها تقنية رياضية تبحث عن حلول لمشكلة اقتصادية ) الكما تعرف 
نية الرياضية تستعمل من طرف نقل، تحليل المشاريع، مباريات أو خدمات( واختيار الحل الأمثل، هذه التق

الموظفين، الإحصائيين والمسيرين لإيجاد الطريقة المثلى لتخصيص موارد المؤسسة المحدودة المستعملة لاستخدامات 
 3مختلفة من أجل تحقيق هدف معين.

بالطريقة المثلى حل أمثل يمكن المؤسسة من الوصول إلى الهدف المطلوب، مع الأخذ بعين الاعتبار يقصد 
التزاماتها الداخلية والخارجية وعلاقتها مع المحيط وموقعها في السوق ومكانتها الاقتصادية، إذا كان هدف المؤسسة 

الإنتاجية والإدارية لكي  تهو تحقيق أكبر ربح ممكن مثلا، فإنه يجب على مسيري المؤسسة توفير كل الإمكانيا
    4يتحقق الهدف المطلوب، مهما تكن هذه الإمكانيات فإن المؤسسة تكون مقيدة بعدة عوامل نذكر منها:

 قيود إنتاجية:-أ
 عدد ساعات العمل على الآلات المختلفة. -
 عدد ساعات عمل اليد العاملة. -
 .المادة الأولية المستخدمة في العملية الإنتاجية -

 

                                                           
 .15، ص1201الأردن، الطبعة الثانية،  ، دار وائل للنشر،بحوث العمليات، وآخرونمحمد عبد العال النعيمي  - 1
 .25ص ،2009، الأردن، دار جليس الزمان، بحوث العمليات والأساليب الكمية نظرية وتطبيق، وآخرون جهاد صياح بني هاني - 2
 .22-21، ص ص 2009الجامعة، مصر، ، مؤسسة شباب بحوث العملياتبوقرة رابح، - 3
 .22، صبوقرة رابح، مرجع سبق ذكره - 4
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 لب:قيود ط-ب
 الكمية المطلوبة الواجب إنتاجها. -
 الكمية التي يجب توزيعها. -
 طريقة التوزيع ووسائل النقل. -

 قيود التخزين:-ج
 الكمية الممكن تخزينها. -
 .الكمية الممكن إعادة طلبها -

، هو ة الخطيةالبرمج قنياته المسير باستعمال تنفإن الحل الأمثل الذي يبحث ع ،وعلى ضوء هذه القيود
  .عظم ربحأقيق الذي يحدد له كمية الإنتاج الواجب إنتاجها والتي تمكن المؤسسة من تح ذلك الحل

 كون كل من دالةة حيث تالخطي على أنها طريقة لمعالجة النماذجإذن يمكن تعريف البرمجة الخطية اختصارا 
فضل ة واستخدامها بأالنادر  واردالهدف والقيود دوالا خطية في متغيرات القرار، وتهتم مسائلها عموما بتخصيص الم

 قيمة أو أصغر ف) أكبرالهد طريقة ممكنة، وتتعامل بشكل خاص مع المسائل التي تتضمن إيجاد أفضل قيمة لدالة
 لخطية هيا إذن البرمجة حيان،قيمة حسب الهدف(، تحت عدد من القيود الناتجة عن محدودية الموارد في معظم الأ

ف د المتاحة بهدللموار  لأمثلاالتخطيط، وصنع القرارات المتعلقة بالتوزيع  طريقة رياضية تستخدم للمساعدة في
 زيادة الأرباح أو تخفيض التكاليف.

هناك مجموعة واسعة ) وتتسع باستمرار( من التطبيقات للبرمجة الخطية نستعرض بعضها على سبيل المثال 
 :5لا الحصر فيما يلي

 جات، التيالمنت يجب إنتاجها من كل نوع منكتحديد عدد الوحدات التي   مشاكل الإنتاج: -أ
 ة.دودينتجها المشروع بالشكل الذي يعظم الأرباح، في ظل إمكانيات مختلفة مح

: في كثير من الصناعات هناك عدد من المكونات أو العناصر التي تخلط مع المزيج الإنتاجي -ب
ية والأسمدة.....إلخ، بعضها وبنسب معينة، لتعطي منتجا آخرا جديدا كصناعة الأعلاف والأدو 

                                                           
  .116-115ص ص  ،2005منشورات أكاديمية الدراسات العليا، ليبيا،  أساسيات بحوث العمليات نماذج وتطبيقات،محمد محمد كعبور،  - 5
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والهدف هنا هو تحديد الكميات التي يجب استخدامها لكل عنصر، وذلك لصنع المنتج الجديد 
 عند أقل تكلفة ممكنة، مع ضمان وجود خصائص إنتاجية معينة فيه.

نفق منه على يدار ما يد مقلنفتض أن هناك مبلغا ماليا معينا، ويراد تحد تخطيط الاستثمارات: -ج
لمشروع ليس لما أن اعكن يملبدائل الاستثمارية، لجعل مجموعة العوائد السنوية أكبر ما عدد من ا

لبرمجة استخدام بااكل لديه أية أموال أخرى عدا هذا المبلغ، ويمكن علاج هذا النوع من المش
 الخطية.

لأموال اديد حجم و تح: في هذا النوع من المشاكل يكون الهدف هالتخطيط للدعاية والإعلان -د
ة بفعالية ة المنتجلسلعاالتي يجب صرفها على مجموعة مختلفة من وسائل الإعلان، من أجل ترويج 

، الحدود المالية واردمثلى، تحت عدد من القيود مثل: قدرة السوق الاستيعابية، محدودية الم
 المفروضة على استخدام كل وسيلة من تلك الوسائل الإعلانية.

تلفة جات مختحديد عدد الوحدات التي يجب شحنها من منت: يكون الهدف مشاكل الشحن -ه
ي يراد فيه لوقت الذافي  باستخدام وسيلة نقل معينة ذات طاقة تحميلية محدودة، لتعظيم الأرباح

 نقل كميات معينة مطلوبة من السلعة المنتجة.

مساندة  زا فير ورا بادللبرمجة الخطية تطبيقات عديدة ظهرت ولا زالت تتطور باستمرار، حيث تلعب 
 صانعي القرارات في منظمات الأعمال من أجل حل المشاكل التي يواجهونها.

 البرمجة الخطية.تطور ثانيا: تاريخ 

تها ستخداماأن ا استحدثت البرمجة الخطية لمواجهة مشاكل محددة تحت ظروف وشروط معينة، إلا
في المجالات  طية كانة الخفأول استخدام للبرمجتوسعت بفضل تطوير الوسائل المساعدة لتشمل مجالات متعددة، 

ية هذه لى زيادة فعاليؤدي إ الذي العسكرية للمساعدة في توزيع الموارد المتاحة بين العمليات المختلفة، وبالشكل
 العمليات.

 خلال الحرب العالمية الثانية ونتيجة محدودية الموارد العسكرية كلفت الحكومة البريطانية فريقا من كبار
العلماء بدراسة مسائل كيفية توزيع مواردها العسكرية، وما يتناسب مع أفضل وضع دفاعي جوي وبري، ولقد 
أطلق على الفريق اسم بحوث العمليات أو البحث العملياتي، ثم أخذت هذه التسمية تطلق على كافة الأبحاث 
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لقرار، وقد حثت النتائج المشجعة لفريق بحوث والدراسات التي تتعامل مع مسائل البرمجة أو التوزيع ومسائل اتخاذ ا
العمليات البريطاني الإدارة العسكرية الجوية الأمريكية على تكوين فريق مشابه للقيام بالدراسات اللازمة في هذا 
المجال، فقد وجدت هذه الفرق أن أساليب مسائل التفضيل التقليدية، كطريقة مضاعف لاغرانج مثلا ليست ذات 

حين طور  1947في حل مسائل البرمجة الخطية، مما استوجب إيجاد أساليب أكثر فعالية في عام  فائدة كبيرة
عضو الفريق الأمريكي لبحوث العمليات الطريقة المبسطة ) السمبلكس ( لحل مسألة البرمجة  جورج دانتزغ

 . 19566الخطية، لكن لم تنشر تفاصيل هذه الطريقة إلا في عام 

ير من الأعمال المبكرة والمتعلقة بالبرمجة الخطية قد تطورت وازدادت بسبب الحاجة يمكن القول بأن الكث
التخطيطية للقوة الجوية الأمريكية، التي أدركت المساهمات الهامة للبرمجة الخطية خلال الحرب العالمية الثانية، لكن 

أثناء الركود  ويسلي ليونتيف يسورالاقتصادي المعروف البروفتعود بدايات تطبيق البرمجة الخطية إلى ما قدمه 
الاقتصادي في الثلاثينات من القرن الماضي، من خلال تحليل العلاقة بين المدخلات والمخرجات باستخدام نماذج 

، في حين اهتم 1923عام  جين بابتستي فورير العالم الرياضي الفرنسيالمدخلات والمخرجات، وإلى ما قدمه 
، وقام 1939باستخدام علم الرياضيات لحل مشاكل التخطيط عام  وفتشكاتور  العالم الرياضي الروسي

في بداية الأربعينيات بمحاولة تطبيق البرمجة الخطية والذي لم يتوصل إلى وسيلة  جورج ستجلر الاقتصادي المعروف
مثل بأقل حل معروفة في حينها، كان هدفه تحديد مكونات الغذاء اليومي وهي مشكلة تتعلق بإيجاد مزيج غذائي أ

 . 7تكلفة ممكنة

قرارات، تخاذ الاالات تطورت البرمجة الخطية بعد ذلك بحيث أصبح بالإمكان استخدامها في معظم مج
ظمات شطة مننافة أسواءا كانت ذات طبيعة اقتصادية أو اجتماعية أو عسكرية، فهي تستخدم مثلا في ك

ياسات الشراء سمارية، لاستثالأعمال كتخطيط ومراقبة الإنتاج، التسويق، الدعاية، الإعلان، اختيار الفرص ا
ي،  الجهد البشر في توفيرتها و والتخزين...إلخ، وقد زادها الحاسوب أهمية عندما أعطاها السرعة في تنفيذ خطوا

 المتوفرة كبيرة الحجم.  خاصة عندما يكون عدد المتغيرات كثير والبيانات 

 

                                                           
  .84-83، ص ص 2011الأردن، ، دار اليازوري العلمية، بحوث العملياتلحسن عبد الله باشيوة،  - 6
  .37، ص 2009 ، دار الصفاء للنشر والتوزيع، الأردن،، بحوث العمليات نماذج وتطبيقاتحسن ياسين طعمة وآخرون - 7
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 ثالثا: افتراضات البرمجة الخطية

يقصد بالافتاضات الشروط العلمية الأساسية الواجب توفرها في المشكلة حتى نستطيع حلها بواسطة 
الخطية يمكن تلخيصها فيما  ةولية لمشكلة البرمجالأفتاضات مجموعة من الاالبرمجة الخطية، ويمكن القول بأن هناك 

 8يلي:

في دالة الهدف وفي المتباينات علاقة  يفتض أن تكون العلاقة لتطبيق البرمجة الخطيةالخطية: -أ
خطية، أي أن هناك علاقة خطية بين المتغيرات المؤثرة في المشكلة قيد الدراسة، بحيث عند حدوث 

 .  9أي تغيير في قيمة أحدهما تسبب تغيرات متناسبة وثابتة في قيمة الآخر

و القيود ددات أ" والمحيعني أن الأرقام الموجودة في دالة الهدف "مساهمات العواملالتأكد: -أ
وضوع لجة المشكلة مناء معاير أث"احتياجات العوامل والمصادر المتوفرة" معروفة وثابتة وغير قابلة للتغ

 البحث.
ل جمع حاص و: يعتبر كل نشاط مستقل عن الآخر، ذلك أن معيار الانجاز هالتناسبية-ب

لفة تتناسب د المختلموار مساهمات العوامل المختلفة، كذلك فإن الكميات التي يتم استخدامها من ا
ن إلى وحدتين م ا نحتاجذا كنمع احتياجات العوامل المختلفة من كل هذه الموارد، فعلى سبيل المثال إ

واد  وحدة من الم أربعيناج إلىنحتالمواد الأولية لإنتاج وحدة واحدة تامة الصنع من منتج معين، فإننا 
 لإضافة.اض االأولية لإنتاج عشرين وحدة من هذا المنتج، وهذا الافتاض هو أساس افت 

 الإنتاج قابلة وكميات نتاج: يعني هذا الافتاض أن كمية المواد الأولية الداخلة في الإالإضافة-ج
لأنشطة انواتج  مجموع بصيغة أخرى إنللإضافة، كما أنه لا يوجد تداخل بين الأنشطة المختلفة، 

 .ةلواحداالإنتاجية ما هي إلا مجموع نواتج كل نشاط إنتاجي على حدا داخل الخطة 
ن لضرورة أن يكو ليس با لخطية: المقصود هنا أن الحل لمشكلة البرمجة اقابلية القسمة أو التجزئة-د

زاء من نتاج أجلصعب إاوإذا كان من بأعداد صحيحة، وهذا يعني قبول كسور كقيم لعوامل القرار، 
 المنتج فعند ذلك نلجأ  إلى استخدام البرمجة الصحيحة أو الرقمية.

                                                           
 ، 2010 الثانية،، دار المسيرة للنشر والتوزيع والطباعة، الأردن، الطبعة مقدمة في بحوث العملياتمحمد أحمد الطراونة وسليمان خالد عبيدات، - 8

 .79-78ص ص 
  .17محمد عبد العال النعيمي وآخرون، مرجع سبق ذكره، ص  - 9



الخطية البرمجة: الأولالمحور   

 

11 
 

قيم السالبة ة"، فالسالب "غير : هذا يعني أن قيم متغيرات القرار يجب أن تكون موجبةاللاسلبية-ه
راسي أو من الك سالب للكميات المادية حالة مستحيلة، فعلى سبيل المثال لا نستطيع إنتاج عدد

 القمصان أو المصابيح الكهربائية أو إطارات السيارات وغيرها. 

 رابعا: محددات البرمجة الخطية.

بالرغم من أن البرمجة الخطية قد أثبتت أنها وسيلة جيدة لحل المشاكل الكبيرة والمعقدة في القطاعين الخاص 
 : 10 يمكن تلخيصها فيما يأتيوالعام، إلا أن هنالك بعض الانتقادات الموجهة لها والتي

ل على سبيفالخطية،  ضمان في الحصول على قيم صحيحة للمتغيرات باستخدام البرمجة  لا يوجد-أ
وحدات، وفي بعض  5وحدات أو  6وحدة لكن المدير يستطيع إنتاج  5,3المثال قد يتضمن الحل 

حد(، فإن ر أو واير صفالحالات التي تدور حول افتتاح مصنع أو فرع جديد )حيث تكون قيمة المتغ
خدام كن استلات يمالوصول إلى نتيجة كسرية قد لا يعني شيئا، ولحسن الحظ في مثل هذه الحا

 البرمجة الصحيحة.
ة العوامل بمساهم لتامةلبرمجة الخطية بحالة عدم التأكد، يفتض النموذج المعرفة الا تسمح ا-ب

 اقع، ولحل هذهفي الو  عروفةواحتياجاتها وكذلك المصادر المتاحة، علما بأن هذه القيم قد لا تكون م
رصة رمجة الفبأكد أو م التالمشكلة هناك وسائل أخرى يمكن استخدامها، كالبرامج الخطية في حالة عد

 المحددة.
في فدف والقيود، دالة الهعلق بيتعلق المحدد الثالث بافتاض العلاقات الخطية أو المستقيمة فيما يت-ج

ضل فأ ذلك فإنلطية، بعض الحالات العملية تكون علاقة دالة الهدف والقيود بالمتغيرات غير خ
 وسيلة لمعالجة مثل هذه المشاكل هي البرمجة اللاخطية.

لا تأخذ البرمجة الخطية في التحليل أي اعتبار للعوامل التي لا يمكن إعطاؤها قيمة كمية والتي قد -د
تؤثر بدرجة كبيرة على اتخاذ القرارات، كما تتطلب البرمجة الخطية كمية من المعلومات التي قد يكون 

لحجم، بالإضافة من الصعب الحصول عليها في الظروف العادية في المؤسسات الصغيرة والمتوسطة ا

                                                           

  10 - محمد أحمد الطراونة وسليمان خالد عبيدات، مرجع سبق ذكره، ص 80.
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إلى ما سبق فإنها تتطلب ضرورة استخدام الحاسب الالكتوني للمساعدة في حل المشاكل الكبيرة 
 . 11والمعقدة، التي يحتاج حلها يدويا إلى وقت طويل

تساعد  ليب التحليل الاقتصادي المهمة،ابالرغم من الانتقادات الموجهة للبرمجة الخطية إلا أنها تعتبر من أس 
ذلك في ستخدام لها، و أفضل ا ها فيتخاذ القرارات الإدارية السليمة وتوفر الموارد الاقتصادية المتاحة وتضععلى ا

 ضوء الهدف المرغوب تحقيقه.

 خامسا: الشكل العام للبرنامج الخطي.

 ت التالية: بالصفا تتصف إن جميع المواقف الاقتصادية والإدارية التي تقود إلى نماذج رياضية خطية

: تدعى متغيرات القرار التي يجب تحديد قيمتها للوصول إلى الهدف المنشود ) أكبر وجود عدد من المتغيرات-أ
 :12ربح، أقل تكلفة(، نرمز لهذه المتغيرات بـــــــ

  n,…………,x3,x2,x1x 
 هو عدد المتغيرات في المسألة المدروسة. nحيث 

 تعبر هذه المتغيرات عن مفاهيم عديدة مثل:

 إنتاج لمنتجات معينة.كميات  -1
 ساعات عمل في أقسام معينة من مصنع أو شركة أو مؤسسة. -2
 مبالغ من المال المخصص لأنشطة أو فعاليات معينة. -3
 كميات من مواد منقولة على طريق معينة أو بوسائل نقل معينة. -4
 كمية المواد الأولية اللازمة لتصنيع منتج معين. -5

العام  خذ الشكل، وتأعنه رياضيا بدالة خطية تدعى دالة الهدف: يعبر وجود هدف يراد الوصول إليه-ب
 التالي:

                                                           
 .56-55ص ، ص 2009، دار وائل للنشر والتوزيع، الأردن، -مدخل علمي لاتخاذ القرارات-، بحوث العمليات منعم زمزير الموسوي-11
 .29،  ص9991الأردن،  دار وائل للنشر والتوزيع، ،-خوارزميات وبرامج حاسوبية –بحوث العمليات إبراهيم نائب، إنعام باقية، -12
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𝑍 =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

تغيرات في دالة الهدف، وتصنف الأهداف التي تعالجها البرمجة الخطية أعداد حقيقية تدعى بمعاملات الم  jcحيث 
 :13إلى مجموعتين

م نتاج، أو تعظيالربح أو الإ(: كأن نسعى إلى تعظيم Maximisation) تعظيم دالة الهدف -1
في  مز لدالة الهدفين، وير لتخز استخدام الموارد المتاحة ورؤوس الأموال واليد العاملة، تعظيم طاقات ا

 هذه الحالة كما يلي:

𝑀𝐴𝑋 𝑍 =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 أدنى حد (: كأن نسعى إلى تخفيض التكاليف إلىMinimisationالهدف )تصغير دالة  -2
الآلات،  من تعطليل ز ، تخفيض الوقت الضائع وزمن غياب العاملين، تقلسائرلخممكن، أو تقليل ا

 تقليل المخاطرة في الشغل، ويرمز لدالة الهدف  في هذه الحالة كما يلي:

𝑀𝐼𝑁 𝑍 =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

المسألة، وهي : يعبر عنها رياضيا بمتاجحات تدعى الشروط الخطية أو قيود وجود علاقة تأثير بين المتغيرات-ج
مجموعة من المحددات التي تحد من درجة تحقيق الأهداف، فعملية تحقيق الهدف تشتط الاستجابة لهذه المتطلبات 

 ، وتأخذ أحد الشكلين التاليين:14بشكل جماعي

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖    ≤   𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

 .Maxإذا كانت دالة الهدف من نوع تعظيم أي 

                                                           
 .03، ص2014، 2، ط، المجموعة العربية للتدريب والنشر، مصربحوث العملياتأبو القاسم مسعود الشيخ،  - 13
  .19، ص2004، دار الصفاء للنشر والتوزيع، الأردن، الأساليب الكمية في اتخاذ القرارات الإداريةمحمد عرفان المهتدي، أكرم  -14
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∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖    ≥   𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

 .Minإذا كانت دالة الهدف من نوع تصغير أي  
 :  حيث أنه في كلا الشكلين

n.تعبر عن عدد المتغيرات في النموذج الخطي : 
m.) عدد قيود المسألة ) عدد الشروط الخطية : 

ija : .أعداد حقيقية تدعى معاملات المتغيرات في قيود المسألة 

ib : سألة.يود المتعبر عن الموارد المتاحة أو المتطلبات اللازمة لكل قيد من ق حقيقيةأعداد 

: يجب أن تحقق المتغيرات شروط معينة بغض النظر عن مردودها من حيث الهدف توفر مجموعة من الشروط-د
 :15الذي يجب أن تحققه مثلا

للإدارة صاحبة المشكلة )مثال:  أن لا تقل قيمة أحد المتغيرات عن كمية معينة بسبب التزامات معينة -1
(، بسبب أن هذه الكمية مباعة سالفا، لذلك في 𝑥1وحدة من النوع ) 50يجب إنتاج على الأقل 

𝑥1هذه الحالة يجب إضافة شرط إلى النموذج الرياضي الخطي وهو:   ≥ 50   .) 
أن لا تزيد قيمة أحد المتغيرات عن كمية معينة بسبب حجم الطلب المتدني على المنتج الذي يمثله  -2

هذا المتغير) مثال: بسبب وجود منتج منافس في السوق للمنتج المصنع في المصنع، وحتى يبقى اسم 
 تزيد عن المصنع ومنتجاته موجود في الأسواق، فإن إدارة المصنع تقرر إنتاج كمية محددة بحيث لا

𝑥1وحدات  10إمكانية استيعاب السوق وهي  ≤ 10 .) 
 عن عدد تعبر أن يشتط على المتغيرات أو بعضها أن تكون بقيم صحيحة، وخاصة إذا كانت -3

 العمال أو إنتاج منتج يقاس بالقطعة وليس بأجزائها.
𝑥𝑖يشتط على المتغيرات أن تكون غير سالبة  -4 ≥ لنماذج، فهي وهذا ما يجب فرضه على جميع ا  0

تعبر جميعها عن كميات إنتاج، والكميات لا يمكن أن تكون سالبة، وإذا صدف أن أحد المتغيرات 
 لا يشتط فيه عدم السالبية يجب التخلص منه.

                                                           

 - إبراهيم نائب، إنعام باقية، مرجع سبق ذكره ، ص 15.31 
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 :16بناءا على ما سبق فإن البرنامج الخطي في حالة التعظيم يأخذ الشكل النظامي التالي 

𝑀𝐴𝑋 𝑍 =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖    ≤   𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

𝑥𝑖 ≥ 0  

 أو بالشكل المفصل:

𝑀𝑎𝑥 𝑍 =  𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛  

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏1 
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏2 

                s/c        𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥3 +⋯+ 𝑎3𝑛𝑥𝑛  ≤ 𝑏3             
 ⋮                                                   

     𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑚 
 

       𝑥1 ≥ 0  , 𝑥2 ≥ 0  , 𝑥3 ≥ 0  ,     𝑥𝑛 ≥ 0    

  وبصيغة المصفوفات يأخذ الشكل التالي:

Max Z=C′X 
                               AX≤ 𝐵                                  

𝑋 ≥ 0  
 حيث:

 

A𝑚×𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12 𝑎13 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 𝑎23 … 𝑎2𝑛
𝑎31
⋮
𝑎𝑚1

𝑎32
⋮
𝑎𝑚2

 𝑎33
⋮
𝑎𝑚3

…
⋮
…

𝑎3𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛]
 
 
 
 

, X =

[
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
⋮
𝑥𝑛]
 
 
 

 , B =

[
 
 
 
 
𝑏1
𝑏2
𝑏3
⋮
𝑏𝑚]
 
 
 
 

 , C = [𝑐1 𝑐2 𝑐3… 𝑐𝑛]  

                                                           
 .12-10، ص ص 2011، 4، ديوان المطبوعات الجامعية، الجزائر، ط ، بحوث العملياتمحمد راتول - 16

s/c 
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C′.هو منقول مصفوفة معاملات دالة الهدف الاقتصادية : 
X .هو شعاع المتغيرات : 
A.هي مصفوفة معاملات القيود : 
Bهو شعاع الثوابت :. 

S/Cبمعادلات أو  بر عنهاالمع : تعني تحت القيود، والمراد هو تعظيم دالة الهدف في حدود الطاقات المتاحة
 متاجحات.

 :17أما البرنامج الخطي في حالة تصغير فيأخذ الشكل النظامي التالي 

𝑀𝐼𝑁 𝑍 =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖    ≥   𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

𝑥𝑖 ≥ 0  

 أو بالشكل المفصل:

𝑀𝑖𝑛 𝑍 =  𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛  

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏1 

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏2 

s/c      𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 +⋯+ 𝑎3𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏3                    

 ⋮                                                   
    𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏𝑚 

𝑥1 ≥ 0  ,    𝑥2 ≥ 0  , 𝑥3 ≥ 0 , 𝑥𝑛 ≥ 0    

 

                                                           
 .14-13ذكره، ص ص  محمد راتول، مرجع سبق - 17
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 أما بصيغة المصفوفات فيأخذ الشكل التالي:

Min Z=C′X 

                              AX ≥ 𝐵                                  

𝑋 ≥ 0  

 كما هي معرفة سابقا.   ′X , A, B , Cحيث

 .سادسا: صياغة نموذج البرمجة الخطية

اغتها صي سلوبأأي  ،يةعلاقات رياض إلىالطريقة التي تتجم بواسطتها المشكلة المدروسة تعبر عن 
ة من وتعتبر هذه المرحل ،ةللعديد من القيود الخطيالتي تخضع  الخطية الهدفبشكل رياضي وذلك بتحديد دالة 

شكل  اغة المشكلة بمن صي ءلانتهاالأنه بمجرد  ،والاقتصادية والهندسية الإداريةأعقد المراحل في تحليل المشاكل 
لمصاغ احل البرنامج  إيجادلأن المراحل المتبقية تتضمن  ،كمي تصبح بقية المراحل سهلة

اسب نلحل الما إيجادسوب في السمبلكس( وإذا استخدم الحا – الطريقة البيانيةة )المعروف رزمياتاالخو  ىحدبإ
 ين.بير ك  فنكون بذلك قد اختصرنا وقتا وجهدا

 :18غالباً ما تتبع الخطوات التالية مع معظم المشاكل التي تصاغ بشكل خطي

 : من خلال تحديد ما يلي ،التعبير عن المشكلة بصورة وصفيه -أ

تخفيض  أو رباحالأكانت تتعلق بتعظيم   إذاأي  ،النهائي للمشكلة المدروسةتحديد الهدف   -1
مل نصر الععمن  ىو أو الاستفادة القص ،المستخدمة الإنتاجأو تقليل كمية عناصر  ،التكاليف

 .الأهدافالبشري وغيرها من 
ستطيع متخذ يالتي  غيراتبعد تحديد الهدف النهائي يجب توضيح العلاقة الموجودة بين الهدف والمت -2

 .القرار السيطرة عليها
 .تعريف القيود المتعلقة بالمشكلة المدروسة -3

                                                           
  .35-34إبراهيم نائب، إنعام باقية، مرجع سبق ذكره، ص ص  - 18

s/c 
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شكل  إلىكلة ي للمشبعد أن يتم التعريف الوصفي للمشكلة هي تحويل الشكل الوصف المرحلة التالية -ب
 : ليةالخطوات التا إتباع من خلالفي الصيغة الرياضية المناسبة  اوذلك بوضعه ،رياضي

ياس عريف وحدات القوتعريفها مع ت ،المتعلقة بالمشكلة(  n…j=1,2 حيث) jX  المتغيراتتحديد  -1
 .المستعملة بالنسبة لكل متغير

ت المستعملة لقياس مع تعريف الوحدا )iC (تحديد معاملات مساهمة المتغيرات في تحقيق الهدف -2
 .تلك المساهمة

 .نفسها تحديد دالة الهدف مع التأكد من استخدام وحدة القياس  -3
بار وحدات القياس مع الأخذ بعين الاعت(، الإحلالمعدلات ) )ija (تحديد معاملات المتغيرات -4

 .المناسبة لكل معامل
مع  )ib (وط الخطيةين الشر يم لىإ بتأي الثا ،تحديد الموارد المتاحة أو المتطلبات اللازمة لحل المشكلة -5

 .تحديد وحدات قياس الموارد المستخدمة
 انسجام وحدات تأكد منوال ،ةالقيود المتعلقة بكل مورد من الموارد المتاحة بصورة رياضيالتعبير عن  -6

 .القياس لكل من القيود
 .ن وجدتإرى وط الأخالشر  أو ،لبية المتعلق بالمتغيرات في المشكلة المطروحةاتحديد شروط عدم الس  -7

لممكن الأخطاء حجم ا هذه الخطوات في صياغة النماذج الخطية سوف يقلل إلى حد كبير من إتباعإن 
 أن إلىير شنن أن م بد لا لإدارية،واية وقبل الانتقال إلى صياغة بعض الأمثلة المعبرة عن المسائل الاقتصاد ،ارتكابها

 مالقيم أرقاتكون ا أنيمكن  وإنما ،حةلا تتضمن الحصول على قيم المتغيرات بأرقام صحي البرمجة الخطية نماذج
سيارات أو ال نتاجإميات كتحديد   مثل ،وقد لا يكون هذا مناسباً لبعض الحالات الاقتصادية ،ةيصحيحة وحقيق

لبرمجة ساليب ادعى أتلذلك من أجل الحصول على قيم صحيحة توجد أساليب متعددة  إلخ، الطائرات أو ...
 . الخطية العددية الصحيحة

 :1مثال

يحتاج  A، إنتاج حقيبة واحدة من نوع Bو Aللجلود يقوم بإنتاج نوعين من الحقائب الجلدية هما معمل  
مت واحد  من  إلىيحتاج  Bساعات عمل أسبوعية، بينما إنتاج حقيبة واحدة من النوع  3مت من الجلود و2إلى 
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دينار و ربح الحقيبة الواحدة من النوع  300هو  Aالجلود وساعتي عمل أسبوعية، ربح الحقيبة الواحدة من النوع 
B  مت مع ساعات عمل أسبوعية مقدارها  100دينار، مع العلم أن كمية الجلود الأسبوعية المتوفرة هي  200هو

 ساعة. 120

 Bو Aين ن النوععيا مكون البرنامج الخطي للمسألة الذي يسمح بإيجاد عدد الحقائب المنتجة أسبو 
 لتعظيم الربح الأسبوعي للمعمل؟

 الحل: 

 تمثل الكميات الواجب إنتاجها من كل منتج كالأتي:تحديد متغيرات القرار:  -1

1x عدد الحقائب المتوقع إنتاجها من النوع :A. 

2xعدد الحقائب المتوقع إنتاجها من النوع : B. 

 ا يلي:ساعات عمل( كمتتحدد بما هو متاح من موارد ) جلود،  تحديد قيود المسألة: -2

ة والي، إذن كمية الجلود المطلوبمت على الت 1مت و2يتطلب  Bو Aالنوعين  بما أن إنتاج  الحقيبة الواحدة من -
، وهكذا 2xهي  Bمن النوع  ، أما كمية الجلود المطلوبة لإنتاج الحقائب1x2هي  Aلإنتاج الحقائب من النوع 

 100لجلود المتاحة التي هي الا يجب أن تتجاوز كمية  Bو Aفإن مجموع كمية الجلود المطلوبة لإنتاج النوعين 

 مت،  ولذلك فإن قيد الجلود يكون بالصورة التالية:

2X1 + X2 ≤ 100 

بوعية، أي أن الوقت ساعات عمل أس 3يتطلب  Aالحقيبة الواحدة من النوع  بالنسبة للوقت فإن إنتاج -
و ه Bة الواحدة من النوع أما الوقت المتطلب لإنتاج الحقيب، 1x3هو  Aالمتطلب لإنتاج الحقائب من النوع 

2x2 ،وعليه فإن الوقت المتطلب لإنتاج الحقائب من النوعين A وB وز ساعات العمل لا يجب أن يتجا
 تالية:ساعة، لذلك فإن قيد ساعات العمل يكون بالصورة ال 120الأسبوعية المتمثلة بــ 

3X1 + 2X2 ≤ 120 
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 يمكن أن يكون عدد الحقائب المنتجة سالبا ) شرط عدم السالبية( أي أن: لا-

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

والربح ، 1x300وهو  A من إنتاج الحقائب من النوع يتمثل في تعظيم الربح الناتجتحديد دالة الهدف:  -3
Z: إذن الربح الإجمالي يساوي، 2x200وهو  Bالحقائب من النوع  الناتج عن إنتاج = 300X1 + 200X2 

 الية: لتكون أكبر ما يمكن لذلك تكتب دالة الهدف بالصورة الت zالهدف هو تعظيم 

 MAX Z = 300X1 + 200X2 

 البرنامج الخطي للمسألة على الشكل التالي: بناءا على ما سبق يكون        

 MAX 𝑧 = 300X1 + 200X2 

𝑆/𝐶 {
2X1 + X2 ≤ 100
3X1 + 2X2 ≤ 120

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 :2مثال

وفق نظام  لجنود،بالقة يعمل متعهد طعام في إحدى الثكنات العسكرية على إعداد وجبات الطعام المتع
، Cو Bو  Aسية ة أساطبي خاص مؤلف من نوعين من الطعام، يدخل في تركيب كل منها ثلاثة مقومات غذائي

يا على الأقل من وحدة يوم 2000و  Aوحدة يوميا على الأقل من  1000يتوجب على الجندي أن يحصل على 
B ،وحدة  يوميا على الأقل من  1500وC دة وح 100لطعام على ا،  يحتوي كل كيلوغرام من النوع الأول من

لى طعام فيحوي ع، أما كل كيلوغرام من النوع الثاني من الCوحدة من  200و Bوحدة من  400و  Aمن 
 .Cوحدة من  200و Bوحدة من  250و  Aوحدة من  200

 الكلفة الأقل، اصة ذاتالخ ى المتعهد إلى إيجاد طريقة يستطيع بواسطتها إعداد وجبة الطعام الطبيةيسع
عادل ل من الطعام توع الأو ن النموالتي تناسب احتياجات الجندي اليومية،  مع العلم أن كلفة الكيلوغرام الواحد 

 دينار.  800دينار، أما كلفة الكيلوغرام من النوع الثاني من الطعام تعادل  600
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 الحل:

 كالأتي:  كميات الطعامتمثل  تحديد متغيرات القرار:  -1

1x  :.كمية الطعام من النوع الأول الذي يستهلك يوميا في الوجبة الغذائية 

2x  :الغذائية. كمية الطعام من النوع الثاني الذي يستهلك يوميا في الوجبة 

 ي:كما يل  تعبر عن الشروط المتعلقة بالمقومات الغذائية تحديد قيود المسألة: -2

لنوع الثاني من الطعام ، أما اAوحدة من  100: النوع الأول من الطعام يحتوي على Aالمقومة الغذائية  -
سم جلذي يتطلبه ا، مجموع هذه الكميات لا يجب أن يقل عن الحد الأدنى Aوحدة من  200فيحتوي على 

 وحدة، وبالتالي يكتب القيد بالصورة التالية: 1000الجندي يوميا والذي يساوي 

100x1 + 200x2 ≥ 1000 

لنوع الثاني من الطعام ، أما اBوحدة من  400: النوع الأول من الطعام يحتوي على Bالمقومة الغذائية  -
سم لذي يتطلبه جايقل عن الحد الأدنى ، مجموع هذه الكميات لا يجب أن Bوحدة من  250فيحتوي على 

 وحدة، وبالتالي يكتب القيد بالصورة التالية: 2000الجندي يوميا والذي يساوي 

400x1 + 250x2 ≥ 2000 

لنوع الثاني من الطعام ، أما اCوحدة من  200: النوع الأول من الطعام يحتوي على Cالمقومة الغذائية  -
سم جلذي يتطلبه ا، مجموع هذه الكميات لا يجب أن يقل عن الحد الأدنى Cوحدة من  200فيحتوي على 

 وحدة، وبالتالي يكتب القيد بالصورة التالية: 1500الجندي يوميا والذي يساوي 

200x1 + 200x2 ≥ 1500 

 ) شرط عدم السالبية( أي أن: ةسالب كميات الطعامكون  تيمكن أن  لا-

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 
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، 1x600هو و  A عامل من الطالأو  من النوعتدنئة كلفة الكيلوغرام الواحد تمثل في تتحديد دالة الهدف:  -3

 : ساويت ةلإجماليا الكلفةإذن ، 2x008وهو  B الثاني من الطعام من النوعكلفة الكيلوغرام الواحد و 

z = 600x1 + 800x2 

 لتكون أقل ما يمكن لذلك تكتب دالة الهدف بالصورة التالية:  zالهدف هو تدنئة 

 Min z = 600x1 + 800x2 

 بناءا على ما سبق يكون البرنامج الخطي للمسألة على الشكل التالي:        

 Min 𝑧 = 600x1 + 800x2 

𝑆/𝐶 {

100x1 + 200x2 ≥ 1000
400x1 + 250x2 ≥ 2000
200x1 + 200x2 ≥ 1500

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

لبرنامج تشكيل ابمنا وهكذا نكون قد انتقلنا من الشكل الوصفي للمسألة إلى الشكل الرياضي، أي ق
عظيمها أو لمراد تدف االخطي أو بناء النموذج الخطي، وهو مؤلف من مجمعين أساسيين، الأول هو دالة اله

 تدنئتها، والثاني هو مجموعة القيود التي يجب احتامها.  

 تمارين محلولة:

(، تملك الشركة خطين D,C,B,Aتقوم شركة بإنتاج أربع أنواع من الدراجات الهوائية ) تمرين الأول:ال
( يتطلب Aيجب أن يمر خلال هذين الخطين، إنتاج الدراجة الهوائية ) إنتاجيين، وإنتاج أي نوع من الأنواع الأربعة

لثاني، بينما إنتاج الدراجة الهوائية ساعات عمل للخط الإنتاجي ا 03ساعة عمل للخط الإنتاجي الأول، و 2
(Bيتطلب ساعة عمل واحدة للخط الإنتاجي الأول و )ساعات عمل للخط الإنتاجي الثاني، وإنتاج الدراجة  4

ساعة عمل للخط الإنتاجي الثاني، وإنتاج الدراجة  2ساعة عمل للخط الإنتاجي الأول و 2( يتطلب cالهوائية )
ساعات عمل للخط الإنتاجي الثاني، مقدار ما  4ساعات عمل للخط الإنتاجي الأول و 3( يتطلب Dالهوائية )

ساعة 120ساعة عمل للخط الأول، و 150هو متوفر من ساعات العمل الأسبوعية للخطين الإنتاجيين هي 
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دينار،  13000بلغ دينار وكلفة إنتاجها ت 15000( بمبلغ Aعمل للخط الثاني، تبيع الشركة الدراجة الهوائية )
 Dدينار، الدراجتين الهوائيتين ) 14500دينار وكلفة إنتاجها تبلغ  17000( فتباع بمبلغ Bأما الدراجة الهوائية )

دينار، كلفة نقل الدراجات الهوائية من الشركة  18500دينار وكلفة إنتاجهما تبلغ  22000( تباعان بمبلغ cو
دينار للدراجة  500(، وAدينار للدراجة الهوائية ) 1000الشركة وهي  إلى المنافذ التسويقية تكون على حساب

 (.Dدينار للدراجة الهوائية ) 1500(، وcدينار للدراجة الهوائية ) 500(، وBالهوائية )

ات الذي ل أنواع الدراجبوعي لكالأس : بناء نموذج البرمجة الخطية لهذه المشكلة، للتوصل إلى كمية الإنتاجالمطلوب
 إلى تعظيم أرباح الشركة.يؤدي 

 الحل:

1x:  الدراجات الهوائية المنتجة من النوععدد A. 

2x:  الدراجات الهوائية المنتجة من النوععدد B. 

3X:  الدراجات الهوائية المنتجة من النوععدد C. 

4X:  الدراجات الهوائية المنتجة من النوععدد D. 

 الهوائية هو:صافي الربح للأنواع الأربعة من الدراجات 

 A           15000-(13000+1000)=1000 صافي الربح للدراجة الهوائية من النوع
 B           17000-(14500+500)=2000 صافي الربح للدراجة الهوائية من النوع
 C            22000-(18500+500)=3000 صافي الربح للدراجة الهوائية من النوع

 D 000        22000-(18500+1500)=2 ائية من النوعصافي الربح للدراجة الهو 

Max 𝑧 = 1000x1 + 2000x2 + 3000x3 + 2000x4 

𝑆/𝐶 {
2X1 + X2 + 2x3 + 3x4 ≤ 150
3X1 + 4X2 + 2x3 + 4x4 ≤ 120

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0    , x3 ≥ 0   ,   x4 ≥ 0 



الخطية البرمجة: الأولالمحور   

 

24 
 

  التمرين الثاني:

لمسكن من اون هذا ، يتكتنتج إحدى الشركات لصناعة الأدوية نوعا من الأدوية يستخدم لتسكين الآلام
، وبنسب مختلفة، 3cو 2cو 1c، يحتوي كل عنصر منهما على ثلاث مضادات حيوية هي Bو A عنصرين هما 
، ويتطلب 1cيحتاج إلى وحدة واحدة من  Bغ من 1، وكل 1cوحدات من  3إلى  Aغ من 1يحتاج كل 

حدة واحدة من إلى و  Bو A غ من 1، ويحتاج كل 2cوحدات من  4، وعلى الأقل 1cوحدات من  6المسكن 

2c3وحدة من المضاد  12إنتاج هذا المسكن يتطلب على الأقل  ا، وأيضc غ من 1، حيث أن كلA  يحتاج إلى
 A رام الواحد من قدرت الشركة أن كلفة الغ، 3c وحدات من 6 يحتاج إلى Bغ من 1كل  ،3cوحدات من  3

 عرفة عدد الوحدات التيمدينار، ترغب الشركة في  10000هو   Bكلفة الغرام الواحد من دينار، و  15000هو 
 يجب شراءها من كل عنصر لجعل التكاليف أقل ما يمكن.

 : بناء نموذج البرمجة الخطية لهذه المشكلة؟المطلوب 

 الحل:

1x:  عدد الوحدات التي يحتويها المسكن من العنصرA. 

2x:  عدد الوحدات التي يحتويها المسكن من العنصرB. 

Min 𝑧 = 15000x1 + 10000x2 

𝑆/𝐶 {
3x1 + x2 = 6
x1 + x2 ≥ 4

3x1 + 6x2 ≥ 12
  

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 
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 التمرين الثالث:

الكهربائية لديها ثلاث مشاريع للطاقة الكهربائية تقوم بتزويد احتياجات أربع مدن، لكل  elcشركة 
وفق الجدول أدناه، الذي يوضح أيضا  (kwh)خطة للطاقة الكهربائية يتم تجهيز عدد من الكيلو واط بالساعة 

إلى المدينة والمعتمد على احتياجات كل مدينة، فضلا عن تكلفة إرسال مليون كيلو واط ساعة للطاقة من المشروع 
 المسافات بين المشاريع والمدن.

 إلى             من 1المدينة  2المدينة 3المدينة 4المدينة (kwhالعرض)مليون 
 1المشروع 8 6 10 9 35
 2المشروع 9 12 13 7 50
 3المشروع 14 9 16 5 40
 (kwhالطلب )مليون  45 20 30 30 

 صياغة البرنامج الخطي للمشكلة. المطلوب:

 الحل:
ijx: بالمليون( كيلو واط المنتجة في المشروع  عدد(i  والمنقولة الى المدينةj. 

Min 𝑧 = 8𝑥11 + 6𝑥12 + 10𝑥13 + 9𝑥14 + 9𝑥21 + 12𝑥22 + 13𝑥23 + 7𝑥24
+ 14𝑥31 + 9𝑥32 + 16𝑥33 + 5𝑥34 

𝑠/𝑐                  قيود العرض: {

𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13 + 𝑥14 ≤ 35

𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 ≤ 50

𝑥31 + 𝑥32 + 𝑥33 + 𝑥34 ≤ 40
 

𝑠/𝑐قيود الطلب:                                              {

𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥31 ≥ 45
𝑥12 + 𝑥22 + 𝑥32 ≥ 20
𝑥13 + 𝑥23 + 𝑥33 ≥ 30
𝑥14 + 𝑥24 + 𝑥34 ≥ 30

  

𝑥ij ≥ 0     (i = 1,2,3 ;   j = 1,2,3,4)                                                
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 تمارين للحل:

 التمرين الأول:
ى المطعم خيارين: الخيار (، لدC,B,A) زبائنه طبق مكون من ثلاث أنواع من الأسماك إلىيقدم أحد المطاعم  

وحدات  3و Bن وحدات م 4و Aوحدات من  5وحدات نقدية، ويحتوي على  10الأول هو تقديم طبق ثمنه 
وحدات من  4و Aدات من وح 6وحدات نقدية، ويحتوي على  8، أما الخيار الثاني فهو تقديم طبق ثمنه Cمن 
B وحدات من  4وC40ي: هوفيرها تالمطعم  ، الكميات القصوى من الأنواع الثلاثة من الأسماك التي يستطيع 

 .Cوحدة من  B ،15وحدة من  A ،25وحدة من 
 تاحة لديه. يات الممكانلذي يسمح للمطعم بتعظيم مبيعاته في حدود الإتكوين البرنامج الخطي ا المطلوب:

  :نيالتمرين الثا

  A المادة ،Bو  Aدتين كلغ تماما، يستخدم في صنعها الما  150تنتج مؤسسة سلعة والتي يجب أن تزن 
كلغ، وكل وحدة   5زن ت  Aدج للوحدة، إن كل وحدة من 800 تكلفتها  Bدج للوحدة، والمادة  200تكلفتها 

 ى الأكثر.عل  Aوحدة من  20على الأقل، و Bوحدة من  14كلغ، لا بد من استخدام 10تزن  Bمن 

 .لأدنى:كتابة البرنامج الخطي للمسألة الذي يسمح بتخفيض التكلفة إلى حدها االمطلوب

 : لثالتمرين الثا 

وذلك  ،Bو  Aنتجاتن الممإنتاج نوعين  تريد إحدى المؤسسات المتخصصة في إنتاج الأجهزة الكهربائية
 .3، الآلة2، الآلة 1من خلال استغلال الطاقة التشغيلية المتاحة لثلاث أنواع من الآلات هي الآلة 

، في حين 3قيقة في الآلةد 40، و2دقيقة في الآلة  120، و1دقيقة في الآلة  55إلى  Aيحتاج المنتج 
، علما بأن عدد 3 الآلةفيدقيقة  45، و2دقيقة في الآلة  90، و1 دقيقة في الآلة 150إلى  Bيحتاج المنتج 

، وأن الربح 3عة للآلةسا 50، 2ساعة للآلة  60، 1ساعة للآلة 75ساعات التشغيل المتاحة أسبوعيا كانت 
ن مقع من بيع الوحدة الواحدة وحدة نقدية، والربح المتو  90بلغ  Aالمتوقع من بيع الوحدة الواحدة من المنتج 

 وحدة نقدية. 100بلغ  Bلمنتج ا
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بر قدر ممكن مؤسسة أكق للتكوين البرنامج الخطي لإنتاج عدد الوحدات من المنتجين بما يحق المطلوب:
 من الأرباح.

 رابع:التمرين ال

يحتوي  لأبقار،ها بعلف ازودتعلاف الحيوانية أن للأ ةنتجالمزارع الم إحدىفلاحية من  تعاونيةطلبت 
 من الدهون. %6و من البروتين، %30منه على الأقل على القنطار الواحد 

، نبات الصويا والذرة(، الشعيرم المزرعة بشراء ثلاث منتجات فلاحية ) و طلب تقهذا المن أجل تلبية 
من أجل الحصول على العلف المذكور، ثمن شراء القنطار الواحد من الشعير، الصويا والذرة  ومزجها بطريقة معينة

ون، نسب العناصر الغذائية في المنتجات الفلاحية الثلاث معطاة   25ون،  30ون،  20لي: هو على التوا
 كمايلي:

 العناصر الغذائية الشعير نبات الصويا الذرة
 البروتين 14% 55% 45%
 الدهون 4% 5% 15%

  تكوين البرنامج الخطي الذي يسمح للمزرعة بتلبية طلب الزبون بأقل تكلفة. :المطلوب



 

 

 المحور الثاني

 طرق حل البرنامـج الخطي
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 المحور الثاني: طرق حل البرنامج الخطي.

 تمهيد:

د دون تجاوز حدو  يمة لهامثل قأتجعل دالة الهدف في  نعني بحل البرنامج الخطي إيجاد قيم المتغيرات التي
 لخطي بالطريقةنامج ال للبر ح، سواءا كانت دالة الهدف في حالة تعظيم أو في حالة تدنئة، يمكن إيجاد القيود

، لمتغيرات أكبراون عدد مليا يكعفي البرامج التي تحتوي على متغيرين، لكن فقط البيانية، وهي شائعة الاستعمال 
يقة استعمال الطر  ذا فاندا، لهجخاصة في البرامج المتعلقة بالعمليات الإنتاجية أين يكون عدد المتغيرات كبير 

ريقة عامة ط ، وهيداول(البيانية للحل يكون غير ممكنا، وعليه يتم استخدام طريقة السمبلكس )طريقة الج
  لمحور. ل هذا ان خلامتستخدم مهما كان عدد متغيرات البرنامج الخطي، وسوف نتطرق إلى الطريقتين معا 

  أولا: الطريقة البيانية:

 ى متغيرين فقط،توي عللتي تحاكما سبقت الإشارة يتم استعمال الرسم البياني لحل مسائل البرمجة الخطية 
قة البيانية من ا، وتعد الطريتطبيقي ن غيراوز فيها عدد المتغيرات اثنين فالحل بيانيا يكو أما بالنسبة للبرامج التي يتج

  .مليةأسهل الطرق إلا أنها غير كفؤة في معالجة مشاكل البرمجة الخطية في الحياة الع

:انية نتبع الخطوات التاليةلحل نموذج البرمجة الخطية بالطريقة البي خطوات حل البرنامج الخطي: -أ  

ثيلها ة يمكن تمصيغ ول كل متاجحات القيود إلى معادلات، عملية التحويل تجعل القيد فينح -1
 بخط مستقيم.

 .2xوالمحور العمودي  1xرسم المحاور الممثلة لمتغيرات المشكلة وتسميتها، أي المحور الأفقي  -2

طوط قاطع الختقاط ننرسم جميع الخطوط المستقيمة الممثلة لجميع القيود، يتم ذلك بمعرفة  -3
، 2xلات وإيجاد قيمة ، ثم يتم تعويضها في المعاد01x=حيث نفرض أن  2xالمستقيمة مع المحور 

تم حل المعادلة ثم ي 02x=نفرض أن  1xعرفة نقاط تقاطع الخطوط المستقيمة مع المحور ولم
، ثم نصل بينهما بخط 1x,2x، ويتم بذلك تحديد نقاط التقاطع على المحورين  1xلـــبالنسبة 
 مستقيم.
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ين د إلى يمتوج تحديد منطقة حل كل قيد، حيث نشطب المناطق التي لا تحقق القيود، وهي -4
يمكن  بشكل أدقن، و مالمستقيم في حالة كون القيد أقل من وإلى يساره في حالة القيد أكبر 

  أم لا.  لتي تحقق القيد( وتحديد إن كانت هذه النقطة ضمن المساحة ا0،0ة المبدأ )اختبار نقط

تحديد منطقة الحل الممكن، وهي منطقة تقاطع مناطق الحل والتي تقع ضمنها جميع النقاط التي  -5
تحقق جميع القيود في آن واحد، وهي في الغالب تشكل مضلعا متعدد الرؤوس، كما أن شرط 

   19دد منطقة الحل في الربع الأول، مع ملاحظة أنه:عدم السالبية يح

، وهي في الغالب متافقة مع مسائل البرمجة الخطية (≥) إذا كانت علاقات القيود من نوع أصغر أو يساوي -
التي يكون هدفها التعظيم، فإن منطقة الحل الممكن يجب أن تكون محدودة من اليمين وباتجاه نقطة الأصل، 

تأخذ شكل المضلع، والحل الأمثل يقع على أحد نقاط زوايا هذا المضلع الأبعد عن نقطة وبالتالي فهي 
 الأصل.

، وهي في الغالب متافقة مع مسائل البرمجة الخطية (≤) إذا كانت علاقات القيود من نوع أكبر أو يساوي -
قع داخله، أي أن خارج المضلع بدلا من أن تتقع التي يكون هدفها التصغير، فإن منطقة الحل الممكن 

 منطقة الحل الأمثل تكون غير محدودة من اليمين ، ونقطة  الحل الأمثل هي الأقرب إلى نقطة الأصل.
≥ذا كانت علاقات القيود في المشكلة خليط من )إ - ، تكون متافقة مع مسائل البرمجة  ا( معا، فإنه≤

 الخطية بنوعيها التعظيم والتصغير، ولهذه الحالة منطقة حل ممكنة على شكل مضلع .
=)إذا كانت علاقات القيود في المشكلة خليط من  - ، ≤ ،  ( معا، فإن الاحتمالات المرجحة هي≤

≥)وجود قيود تشتمل على متغير واحد بعلاقات مختلطة من  ، مل على متغيرين ، وقيد آخر يشت(≤
بعلاقة مساواة، وفي مثل هذه الحالة ليس للمشكلة منطقة حل ممكنة، وإنما نقاط حل ممكنة. أو وجود قيود 

≥)تشتمل على أكثر من متغير واحد بعلاقات مختلطة من  ، ، وقيد آخر يشتمل على متغيرين بعلاقة (≤
 مساواة، وفي مثل هذه الحالة فإن  للمشكلة منطقة حل ممكنة.

ونرسم مستقيمها بحيث يمر من نقطة المبدأ، نسمي هذا المستقيم معدومة عل دالة الهدف نج -6
(، نحركه بشكل موازي باتجاه رؤوس المضلع وتكون النقطة التي تحقق أكبر قيمة لدالة الهدف ∆)

(، أي عندما يمس الحلول الممكنة من الأعلى، وفي هذه ∆هي آخر نقطة يصل إليها المستقيم )
                                                           

 .23مرجع سبق ذكره، ص محمد عرفان المهتدي، أكرم  - 19
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لا نستطيع أن نرتفع أكثر لأننا نخرج من منطقة الحلول الممكنة، أما النقطة التي تحقق أقل الحالة 
( عند تحريكه إلى الأعلى بشكل موازي ∆قيمة لدالة الهدف هي أول نقطة يصل إليها المستقيم )

 لأصله.
ورة أو الأمثل بهذه الطريقة بسبب وجود عدد من النقاط المتجاالحل خوفا من عدم تمييز نقطة   -7

( لكل نقطة من نقاط 1x,2x(، نوجد الإحداثيات )∆المتوازية التي يقتب منها المستقيم )
منطقة الحل الممكن )مع إيجاد الحل المشتك لمعادلات المستقيمات المتقاطعة (، ونعوضها في دالة 

 الهدف.
كن في حالة ما يمبر ف أكنحدد نقطة الحل الأمثل، وهي النقطة التي تكون عندها قيمة دالة الهد -8

 .التصغير  حالةعندها أقل ما يمكن فيالهدف التعظيم، أو النقطة التي تكون قيمة دالة 

 .لبيانية: أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية التالي باستخدام الطريقة ا01مثال

Max 𝑧 = 40x1 + 50x2 

𝑆/𝐶 {
3X1 + X2 ≤ 15
X1 + 2X2 ≤ 12

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

  الحل:

 التالية للوصول إلى الحل الأمثل:نطبق الخطوات 

 تحويل المتاجحات إلى معادلات. -1

3X1 + X2 = 15                     (1)
X1 + 2X2 = 12                     (2)

 

بينهما بخط مستقيم  ، ثم نصل(2x( و)1x) ( مع المحورين2( و )1تحديد نقاط تقاطع المعادلتين ) -2
 .اللاحقالشكل لنحصل على 
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 1لمستقيما                                  2المستقيم                                     
 

 

 
( وهو المستقيم المحصل عليه عند وضع الدالة الاقتصادية في أدنى ∆) على نفس المعلم نرسم المستقيم -3

𝑧قيمة لها وهي  =  يمر من النقطتين:( ∆) ، المستقيم=2x50+1x40z =0 أي: 0

  

 

 
 
 

     
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

نشطب المناطق التي لا تحقق جميع القيود كما يظهر في الشكل، إن المنطقة غير المشطبة تمثل منطقة  -4
، من خلال الشكل نلاحظ أن أية نقطة تقع على يسار OBNCالحل الممكن وهي تمثل المضلع 

𝟑𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 = 𝟏𝟓         
 x2 x1 النقاط

A(0,15) 15 0 
B (5,0) 0 5 

𝐗𝟏 + 𝟐𝐗𝟐 = 𝟏𝟐          
 x2 x1 النقاط

C(0,6) 6 0 
D (12,0) 0 12 

=02+50x140x 
x2 x1 
-2 2.5 
2 -2.5 

2 4 6 8 10 12 X1 

3 

6 

15 

9 

12 

X2 

0 

-3 

-2 -4 

A 

B 

C 

D 

N 

(∆)  

(1) 

(2) 

3X1+X2=15 

X1+2X2=12 منطقة الحل 
الممكن   E * 
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، هذا يعني  0+(0)3< 15 لوجدنا أن:O(0,0) تحقق القيد، فلو أخذنا نقطة المبدأ  01المستقيم 
لا تحقق القيد، يمكن إثبات ذلك بتعويض إحداثيات النقطة  01أن أية نقطة تقع على يمين المستقيم 

E في القيد  حيث:x2 = x1 و 2 =  .15<2+(6)3 : أن فنجد  6

كل   لا تحقق القيدين، بينما  2و  1بتطبيق نفس المبدأ نجد أن كل النقاط الموجودة على يمين المستقيمين 
 ل المناطق التييجعل ك البيةالنقاط الموجودة على يسار المستقيمين تحقق القيدين، كما أن قيد عدم الس

 ة.( مرفوض2x)وكل المناطق التي تقع على يسار المحور (،1xهي أدنى من المحور )

يم إحداثيات ق، نلاحظ أن OBNCتحديد الحل الأمثل الذي يقع على أحد نقاط زوايا المضلع  -5
، 2م مع المستقي 1قيم وهي النقطة المتولدة من تقاطع  مست Nمعروفة، أما النقطة  O،B،Cالنقاط 

يمين المستق دلتيفلا يمكن تقدير قيم إحداثياتها من الشكل، ويتم إيجادها من خلال حل معا
 المتقاطعين حلا مشتكا كما يلي:

3X1 + X2 = 15                     (1)
X1 + 2X2 = 12                     (2)

 

 ا يلي:ونجمع المعادلتين للتخلص من أحد المتغيرات كم  -3( في 2نضرب المعادلة )

    3X1 +  X2  =    15 

 −3X1 − 6X2 = −36 

0X1 −  5X2 = −21
 

𝑥2 =
−21

−5
= 4.2 

 : X1 نجد قيمة  في إحدى المعادلتين  X2نعوض قيمة 

X1 + 2(4.2) = 12 

                             X1 = 12 − 8.4                                   

               X1 = 3.6                          

  يمكن التحقق من أن إحداثيات هذه النقطة تحقق جميع القيود:
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  قيد محقق تماما.          15=4.2+(3.6)3القيد الأول:
 محقق تماما.قيد         12=(4.2)2+3.6  القيد الثاني:

 في دالة الهدف ثم نختار النقطة التي تحقق أكبر قيمة لها.  O ،B ،N،Cعوض إحداثيات النقاط ن -6

 النقاط قيمة إحداثيات النقاط قيمة دالة الهدف
𝑧 = 40x1 + 50x2 X2 X1 

0 0 0 O 
200 0 5 B 
354 4.2 3.6 N 
300 6 0 C 

حيث تعطي أكبر قيمة للدالة الاقتصادية  Nبمقارنة البدائل الأربعة نجد أن البديل الأفضل هو النقطة 
آخر نقطة ف ( إلى الأعلى،∆)المستقيم  ، نحصل على نفس النتيجة عند تحريك وتحقق في نفس الوقت القيدين معا

 الأمثل للمسألة.وهي تشكل نقطة الحل  Nفي منطقة الحل الممكن هي النقطة  يصل إليها

 :02مثال

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التالي باستخدام الطريقة البيانية.

min 𝑧 = x1 + x2 

𝑆/𝐶 {

2x1 + x2 ≥ 12
5x1 + 8x2 ≥ 74
x1 + 6x2 ≥ 24

 

 x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

  الحل:

 نطبق نفس الخطوات كما في المثال السابق للوصول إلى الحل الأمثل:

 (.2x( و)1x) نحدد نقاط تقاطعها مع المحوريننحول المتاجحات إلى معادلات ثم  -1
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 1المستقيم                               2المستقيم                                    3المستقيم
 

 

 

قة غير ي المنطكن وهنرسم هذه المستقيمات على معلم متعامد ومتجانس، ثم نحدد منطقة الحل المم -2
لقيود، ا تحقق لاثلاث المشطبة كما يوضحه الشكل أدناه، إن أي نقطة تقع على يسار المستقيمات ال

،   12<0+(0)2ن:  يمكن التأكد من ذلك بتعويض إحداثيات نقطة المبدأ في القيد الأول فنجد أ
عليه فإن جميع و لثالث، اني واوبتعويض نقطة المبدأ نجد أنها لا تحقق القيدين الثإذن القيد غير محقق، 

دة على يمينها الموجو  لنقاطاالنقاط التي تقع على يسار المستقيمات الثلاث لا تحقق القيود، بينما كل 
وكل المناطق التي  (،1xور )المح التي هي أدنى من تحقق القيود، كما أن قيد عدم السالبية يجعل كل المناطق

 ( مرفوضة.2x)تقع على يسار المحور

  
 
 

     
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝟐𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 = 𝟏𝟐 
 x2 x1 النقاط

A(0,12) 12 0 
B (6,0) 0 6 

𝟓𝐗𝟏 + 𝟖𝐗𝟐 = 𝟕𝟒 
 x2 x1 النقاط

C(0,9.25) 9.25 0 
D (14.8,0) 0 14.8 

𝐗𝟏 + 𝟔𝐗𝟐 = 𝟐𝟒 
 x2 x1 النقاط
E(0,4) 4 0 

F (24,0) 0 24 

3 6 9 12 15 18 21 24 X1 

1.5 

3 

4.5 

6 

12 

10.5 

9 

7.5 

X2 

0 

-1.5 

-3 

-3 -6 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

N 

M 

 منطقة الحل الممكن

(∆)  

2X1+X2=12 (1) 

X1+6X2=24 

5X1+8X2=74 

(3) 

(2) 
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بر أو نوع أك ات مندت منطقة الحل الممكن بالمنطقة البعيدة عن نقطة الأصل، لأن المتاجحتحد -3
، ANMF نقاطدها بالكن تحديالحدود الداخلية لهذه المنطقة والتي يمالحل الأمثل يقع على يساوي، إذن 

ير قيم إحداثياتها من يمكن تقدفلا   Mو Nتين معروفة، أما النقط A، F تينإحداثيات النقط حيث قيم
 ما يلي:كا كالشكل، ويتم إيجادها من خلال حل معادلتي المستقيمين المتقاطعين حلا مشت 

 الأول والثاني: ينمتولدة من تقاطع مستقيمي القيد Nالنقطة -

 2X1 +  X2 =  12                     (1) 
5X1 + 8X2 = 74                      (2)

  

 ا يلي:ونجمع المعادلتين للتخلص من أحد المتغيرات كم  -8( في 1نضرب المعادلة )

        −16X1 − 8X2 = −96       
  5X1   +   8X2 = 74  

  −11 X1             = −22 
 

                                           𝑥1 = 2 

 : X2 ( نجد قيمة 2( أو )1) في إحدى المعادلتين  X1نعوض قيمة 

2(2) + X2 = 12 

         X2 = 8                              

 :لثوالثا الثاني ينمتولدة من تقاطع مستقيمي القيد Mالنقطة  -

5X1 + 8X2 = 74                      (2) 

              X1 + 6X2 = 24                      (3)            
  

 ا يلي:أحد المتغيرات كمونجمع المعادلتين للتخلص من   -5( في 3نضرب المعادلة )

     5X1 +   8X2  = 74           
     −5X1 − 30X2 = −120        

            −22 X2 = −46     
 

                                        𝑥2 = 2.09 
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 : X2 ( نجد قيمة 3( أو )2) في إحدى المعادلتين  X2نعوض قيمة 

X1 + 6(2.09) = 24 

  X1 = 11.46                                                        

دول ثلما يوضحه الجفي دالة الهدف للتوصل إلى الحل الأمثل م  A ،N ،M،Dعوض إحداثيات النقاط ن -4
 التالي:

 النقاط قيمة إحداثيات النقاط قيمة دالة الهدف
𝑧 = x1 + x2 X2 X1 

12 12 0 A 
10 8 2 N 

13.55 2.09 11.46 M 
24 0 24 D 

لأنها تحقق أدنى قيمة لدالة الهدف، نفس النتيجة تم التوصل إليها عند  Nيتحقق الحل الأمثل عند النقطة 
  .N( إلى الأعلى، حيث أن أول نقطة وصل إليها في منطقة الحل الممكن هي النقطة ∆تحريك المستقيم )

 الحالات الخاصة في الحل البياني.-ب

وبنجاح، إلا أن هناك حالات  الخطية بصورة عامة يمكن تطبيقها في مجالات واسعةإن مشكلات البرمجة  
 وهي: خاصة يمكن أن تحدث عند استخدام الطريقة البيانية في حل مشاكل البرمجة الخطية

: تعني هذه الحالة عدم وجود حل لمشكلة البرمجة الخطية بشكل يفي بكل متطلبات عدم وجود حل -1
، وتحدث هذه الحالة إذا كانت المشكلة تضم قيودا ةممكنحل القيود، ويعني هذا بيانيا عدم وجود منطقة 

 .20متعارضة

 

                                                           
  .51صجهاد صياح بني هاني وآخرون، ، مرجع سبق ذكره،  -20
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       :مثال

MAX 𝑧 = 20X1 + 4X2 

𝑆/𝐶 {
3X1 + 2X2 ≥ 10
9X1 + 6X2 ≤ 20

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 
 

     
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

يعني  ين، وهذالقيدنلاحظ من خلال الشكل أن القيدين متعاكسين، ولا يوجد منطقة حل مشتكة بين ا
 .تعذر الوصول إلى حل لهذه المشكل

لا يكون فيها للحل حدود ، وتكون هذه الحالة  في البرمجة الخطية هناك حالات: عدم محدودية الحل -2
مرافقة لمشاكل التعظيم، مما يعني أن زيادة الموارد المتاحة لواحد أو أكثر من قيود المشكلة سوف يؤدي إلى 
زيادة الأرباح بدون حدود وبدون تأثير على قيود المشكلة، وتمتد منطقة الحل إلى ما لا نهاية إلى الجهة 

 يجعل دالة الهدف تأخذ قيمة لا نهائية ولا يمكن حينئذ تعيين حل نهائي ومحدد للدالة. ، هذا ما 21اليمنى

                                                           
 .61، ص2010، دار الحامد، الأردن، ، الأحدث في بحوث العملياتحسين محمود الجنابي-21

1 2 3 4 5 X1 
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2 
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4 

X2 

0 

-1 

-2 

-1 -2 
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C 

D 

9X1+6X2=20 

3X1+2X2=10 

(2) 

(1) 

3 
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  : مثال

Max 𝑧 = 5x1 + 8x2 

𝑆/𝐶 {

x1 ≥ 8           
x2 ≤ 15         
x1 + x2 ≥ 15

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 
 
 
 

     
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

وحة من لحل مفتانطقة نلاحظ من خلال الشكل البياني أنه توجد منطقة لا نهائية للحلول، أي أن م
 النهاية وهذا يعني عدم وجود قيود على الحل.

حل أمثل، يعود السبب في أن دالة أكثر من  في هذه الحالة يكون للبرنامج الخطي: تعدد الحلول المثلى -3
حدى إ، أي عند رسم دالة الهدف وتحريك مستقيمها ينطبق في القيود الهيكليةكون موازية لأحد الهدف ت

 ، كما يوضحه المثال التالي:22أوضاعه على أحد المستقيمات، أي لهما نفس الميل

                                                           
  .39، ص2008، دار اليازوري العلمية، الأردن، بحوث العملياتحميد ناصر القتال،  واد،الجدلال صادق -22

3 6 9 12 X1 
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X2 
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-3 
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D 

N 
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(2) 
X1=8 
X2=15 

 منطقة الحل
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Max 𝑧 = 3x1 + 2x2 

𝑆/𝐶 {

3x1 + 2x2 ≤ 18
   2x1 ≤ 8                 
      x2 ≤ 6                 

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 بيانيا يتم تحويل القيود إلى معادلات كما يلي:لتمثيل المشكلة 
3x1 + 2x2 = 18 

2x1 = 8 
x2 = 6 

 بعد إيجاد تقاطع المستقيمات مع المحاور كما في المثالين السابقين نحصل على الشكل أدناه.
 

 
 

 
     

 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

والتي تقع ضمنها جميع  OCNMDيلاحظ من خلال الشكل أن منطقة الحل الممكن هي المنطقة 
واللتان تمثلان  Mو  Nمعروفة، أما النقطتين   O,C,Dالنقاط التي تحقق القيود في آن واحد، إحداثيات النقاط
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بعد القيام بالحل الجبري ف ،على التوالي 3مع المستقيم  1والمستقيم  2مع المستقيم  1المستقيم نقطتي تقاطع 
 للمعادلات حلا مشتكا نحصل على:

x2 .  :هي  Nإحداثيات النقطة - = 3  , x1 = 4 

x2 .  :هي Mإحداثيات النقطة  -              = 6  , x1 = 2  

 نجد:فالسابقة في دالة الهدف يتم تحديد الحل الأمثل بتعويض كل من الحلول 

 النقاط قيمة إحداثيات النقاط قيمة دالة الهدف
𝑧 = 3x1 + 2x2 X2 X1 

0 0 0 O 
12 0 4 C 
18 3 4 N 
18 6 2 M 
12 6 0 D 

، حيث أعطيتا نفس القيمة لدالة الهدف Mو  Nيتضح من الجدول أن الحل الأمثل يتحقق عند النقطتين 
𝑧تعطي نفس القيمة لدالة الهدف  [ NM]هذا يعني أن جميع النقاط التي تقع على طول القطعة  = فلو ، 18

x2: إحداثياتها هي حيث[ NM]تقع على القطعة  Eافتضنا مثلا أن النقطة  = 4.5  , x1 = فإن قيمة ،  3
𝑧دالة الهدف  = 3(3) + 2(4.5) = القرار لوجود ، إذن توفر هذه الحالة للمسير مرونة أكبر في اتخاذ  18

 بدائل عديدة.

وهي مشكلة  ،الحالة يظهر أحد القيود كقيد فائض ليس له أي تأثير على الحل في هذه: حياد أحد القيود -4
شائعة في مشاكل البرمجة الخطية ذات القيود الكثيرة، بمعنى آخر هناك قيود أكثر أهمية من غيرها، لذلك فإن 

، مثال 23استخدام الأهم يغني عن استخدام الأقل أهمية، وهناك حالة أخرى تظهر عند وجود قيدين متساويين
3X1القيدين:)    + 2X2 ≤ 6X1و   20 + 4X2 ≤ 40 ). 

                                                           
 .103محمد أحمد الطراونة، سليمان خالد عبيدات، مرجع سبق ذكره، ص -23
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 ون أن يؤثر علىنامج دن البر يمس القيد الفائض منطقة الحل الممكن في أي نقطة لذا يمكن حذفه م لا بيانيا:
 الحل.

 مثال:

Max 𝑧 = 7x1 + 10x2 

𝑆/𝐶 {

X1 + X2 ≤ 10                    (1)        
2X1 + X2 ≤ 16                  (2)         

x1 ≤ 15                       (3)
 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

لأخيرة ت هذه ايث تحددحولم يؤثر على منطقة الحل الممكن،  القيد الثالث فائضنلاحظ من الشكل أن 
 بالقيدين الأول والثاني. 
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 تمارين للحل:

 :باستخدام الطريقة البيانية أوجد الحل الأمثل للبرامج التالية

  

MAX 𝑧 = 100X1 + 60X2 

𝑆/𝐶 {

8X1 + 2X2 ≤ 40                     
 6X1 + 9X2 ≤ 108                    
  8X1 + 6X2 ≤ 96                       

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 

 

MIN 𝑧 = 10X1 + 30X2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 ≥ 6             
  6X1 + X2 ≥ 6                 
      X2 ≥ 2              

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 
 

MAX 𝑧 = 6X1 + 10X2 

𝑆/𝐶 {

2X1 ≥ 14                           
  1/2X2 ≤ 7.5                        
  2X1 + 4X2 ≥ 28                 

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 

 

MAX 𝑧 = 5X1 + 3X2 

𝑆/𝐶 {

X1 + X2 ≤ 30                    
 2X1 + X2 ≤ 40                    
      X2 ≤ 45                       

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 

MIN𝑧 = 20X1 + 15X2 

𝑆/𝐶 {
5X1 + 10X2 ≤ 25            
  5X1 + 10X2 ≥ 50               

              

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 

 

 

 

MAX 𝑧 = 6X1 + 4X2 

𝑆/𝐶 {

X1 ≤ 4                         
 X2 ≤ 6                            
  3/2X1 + X2 ≤ 9              

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 
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 .الجبرية : الطريقةثانيا

 george) جورج داتزيغ إلىيرجع أصل معظم الطرق المستخدمة في حل نماذج البرمجة الخطية 
dantzig على الطريقة التي اقتحها السمبلكس، وهي طريقة عامة لحل مشكلة البرمجة  أطلق( واستنباطاته، وقد

دراسة جميع الحلول الممكنة، وذلك بالبدء  إلىدون الحاجة  الأمثلالحل  إلىالخطية التي تمتاز بالقدرة على الوصول 
حل أفضل من الحل السابق مباشرة، وتسمح طريقة  إلىلانتقال باستمرار المسموح به ثم ا الأساسيبالحل 

 كان من الممكن تحسين الحل  إذاحل جديد حتى يمكن بيان ما  إلىالسمبلكس باختصار كل خطوة عند الانتقال 
عدد ذه الطريقة بالمرونة حيث أنه يمكن استخدامها مهما كان الحل الأمثل، وتتسم هإلى أم أنه قد تم الوصول 

  .24المتغيرات بالمشكلة خاصة بعد ظهور الحاسبات الآلية التي سهلت إجراء العمليات الحسابية المعقدة

ستخدام طريقة اه عند تصغير  إن الوصول إلى الحل النهائي الأمثل للمشكلة المتمثلة في تعظيم الهدف أو
لأولي أو ا)الحل  لممكنالأساسي ا تبدأ بإيجاد الحل ،السمبلكس يتم عبر مراحل نظامية متتابعة ومتسلسلة

لى الحل لحصول علفضل الابتدائي(، ثم تحسين الحل الممكن للحصول على الحل الأفضل، ثم تحسين الحل الأ
 الأمثل.

شكلات ل لحل مح مفصقد يتم الوصول إلى الحل الأمثل بخطوة واحدة أو عدة خطوات، وفيما يلي شر 
 لهدف:اكس في حالتي التعظيم أو التصغير لدالة البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبل

 (:≥إيجاد الحل الأمثل عندما تكون القيود أصغر أو يساوي)-أ

    لحل النماذج الخطية من الشكل:

                                                    

OPT (𝑍) =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗    ≤   𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

𝑥𝑗 ≥ 0  , 𝑏𝑖 ≥ 0   

                                                           
  .128، ص2013، دار الحامد، الأردنالأمثلية في تسيير خزينة المؤسسة، باديس بن يحيى بوخلوه، -24
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 لتالية:الخطوات اتباع أي النماذج الخطية التي تكون كل قيودها الفنية من الشكل أصغر أو يساوي يجب إ

معادلات  إلىالشكل القياسي، أي تحويل المتاجحات  إلىتحويل نموذج البرمجة الخطية أعلاه يتم  -1
، ونرمز أو المتغيرات الراكدة النموذج نسميها متغيرات الفرق أو الفجوة إلىمتغيرات جديدة  بإدخال
من ، فإذا كان الطرف الأيسر لم تستعمل بعدالتي الموارد العاطلة، أي الموارد  ، وهي تمثل 𝑠𝑖لها بـــــ  

∑) الأيمنالقيد الفني أصغر أو يساوي الطرف  𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖    ≤   𝑏𝑖   نه لكي يصبح الطرفان إ(، ف
∑(، أي𝑠𝑖الطرف الأيسر متغير الفرق ) إلىمتساويان يلزم أن نضيف  𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖 + 𝑠𝑖 =   𝑏𝑖   ،

 : 25التالي الشكل السابق يتحول إلىوبالتالي فإن النموذج الخطي 

OPT (𝑍) =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 + 𝑠𝑖 =  𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

𝑥𝑗 ≥ 0  , 𝑏𝑖 ≥ 0 , 𝑠𝑖 ≥ 0  

         يف متغيرات الفرق بمعامل ضوحتى تصبح كل المتغيرات ممثلة في جميع معادلات النموذج الخطي فإننا ن
صفر إلى دالة الهدف، فهذه المتغيرات لا تضيف أي شيء إلى دالة الهدف وبالتالي فمعاملاتها فيها 

 دف، وتصبح دالة الهدف كالتالي:دالة اله تساوي الصفر، لأن هذه المتغيرات غير ممثلة أصلا في

OPT (𝑍) =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 0𝑠1 +0𝑠2 +⋯+0𝑠𝑚 

أو مساويا للصفر،  إن الشكل القياسي للمشكلة يتطلب أيضا أن يكون الجانب الأيمن من القيود موجبا
(، ثم قلب اتجاه المتاجحة 1-فإذا كان سالبا يجب تحويله إلى موجب وذلك بضرب طرفي المتاجحة في )

 أو العكس، ثم تحويلها إلى الشكل القياسي.( ≤)إلى أكبر أو يساوي  (≥)أصغر أو يساوي من
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 هو يأخذو اسي( وضع الشكل القياسي في جدول خاص يطلق عليه جدول الحل الابتدائي ) الأس -2
 الشكل التالي:

 دالة الهدف (لقرارالأساسية )متغيرات اغير المتغيرات  متغيرات الفرق الحل

𝑏𝑖 𝑠1 𝑠2 … 𝑠𝑛 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛 متغيرات دالة الهدف 

0 0  0 …   0 𝑐1 𝑐2 … 𝑐𝑛 
معاملات متغيرات 

 دالة الهدف

 
 

 معاملات متغيرات القيود الفنية
متغيرات القاعدة 

 (يةالأساسالمتغيرات )

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

 
1   0 …   0
0   1 …   0
⋮
0

  
⋮
 0

⋮
…

  
⋮
1

 
𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮

𝑎𝑚1

⋮
𝑎𝑚2

⋮
…

⋮
𝑎𝑚𝑛

 

𝑠1
𝑠2
⋮
𝑠𝑚

 

  26يتكون جدول الحل الابتدائي من العناصر التالية: 
ض لابتدائي يفت الحل ا نأبما و العمود الأيسر الأول يكون للمتغيرات التي يعتمد عليها الحل لدالة الهدف،  -

 ق.الفر  أن الأرباح تساوي الصفر، فإن المتغيرات التي يعتمد عليها الحل هي متغيرات
 .الأعلى يتكون من جميع المتغيرات الداخلة في النموذج الصف الأفقي الأول في -
 الصف الذي يليه يكون لدالة الهدف. -
 نملأ الجدول بمعاملات المتغيرات في القيود وفي دالة الهدف. -
 العمود الأخير يكون للطرف الأيمن للقيود، ويمثل الحل للنموذج أيضا. -
طرق إليه يتم التسكما   له على المتغير الخارجيضاف عمود بعد عمود الحل يسمى النسبة، نتعرف من خلا -

 لاحقا.  
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يعني الحل الابتدائي البحث عن القاعدة التي ننطلق منها في البحث عن حل أمثل، وهي تعني بالنسبة 
المطلوبة  الإنتاجللنشاط الاقتصادي تلك المرحلة التي تكون فيها المؤسسة الاقتصادية قد أعدت كل وسائل 

النشاط، عندئذ تكون متغيرات القرار عند المستوى صفر  لممارسة نشاطها، لكنها لم تبدأ بعد في ممارسة هذا
(𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0,… , 𝑥𝑛 = أي أننا نجعل عداد النشاط عند المستوى صفر، فإذا كانت ، ( 0

فإن دالة الهدف في هذه الحالة  متغيرات القرار في دالة الهدف تساوي الصفر ومعاملات متغيرات الفرق معدومة،
ف مساوية للصفر ننقل عند جعل دالة الهد، 27قبل بداية النشاط تساوي صفر وهي تتناسب مع مرحلة ما

متغيراتها إلى الطرف الأيسر، وعادة ما تكون معاملات متغيرات القرار في دالة الهدف في جدول الحل الابتدائي 
 ة التدنئة أو التصغير.سالبة في حالة التعظيم وموجبة في حال

𝑥𝑗اعتبرنا أن متغيرات القرار تساوي الصفر ) إذا = معاملاتها في دالة الهدف ق ( ومتغيرات الفر 0
𝑠𝑖، فإن الحل الابتدائي للنموذج السابق والذي يتناسب مع مرحلة ما قبل النشاط هو  تساوي الصفر أيضا =

  𝑏𝑖    . 

 ط هي:ن الشرو موعة ماستوفى جدول الحل الابتدائي مج إذاتعتبر عملية المباشرة في الحل ممكنة 

 نشاط.قبل بداية ال أن تكون دالة الهدف عند المستوى صفر وهي تتناسب مع مرحلة ما -
𝑏𝑖 غير سالبة لأن وجود قيم سالبة يخالف شرط عدم السالبية أي𝑠𝑖 قيم جميع متغيرات القاعدة  - ≥ 0 . 
 ة.متغيرات القاعدأن يكون عدد القيود مساويا لعدد   -
 أن تشكل معاملات متغيرات القاعدة فيما بينها مصفوفة أحادية أي: -

 

[

𝑠1
𝑠2
⋮
𝑠𝑚

] [

1 0
0 1

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

] = [

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

]   
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( الواحدة تلوى الأخرى إلى قاعدة الحل في 𝑥𝑗البحث عن الحل الأمثل يتم بإدخال متغيرات القرار ) -3
تأثيرها على تحسين دالة الهدف، يتم ذلك بإتباع مكان متغيرات الحل الابتدائي، ثم نرى مدى 

 الخطوات التالية:
ة معامله في دال ذي يكونغير المتغير القرار الذي ندخله إلى قاعدة الحل هو المت تحديد المتغير الداخل: -

ت أما إذا كان عاملات،ي المالهدف هو أكبر قيمة بالسالب في حالة التعظيم، ولدينا الخيار في حالة تساو 
ار ولدينا الخي ف،لة الهدطر داسدالة الهدف من نوع تصغير فيتم إدخال المتغير الذي له أكبر قيمة موجبة في 

 عمود المحوربلقاعدة إلى ا المتغير الذي يدخلفي حالة تساوي المعاملات، يسمى العمود الذي ينتمي إليه 
(pivot column .) 

( أي الطرف الأيمن للقيود على العمود   𝑏𝑖يتم ذلك بقسمة قيم عمود الثوابت ) :تحديد المتغير الخارج -
معاملات المتغير الداخل في القيود(، مع إهمال المتغيرات ذات القيم السالبة المحوري، ما عدا دالة الهدف ) 

𝑎𝑖𝑗والصفرية في هذا العمود ) > ارج، يسمى سطر (، أقل قيمة من بين القيم السابقة تقابل المتغير الخ0
 .  (pivot row) رسطر المحو المتغير الخارج ب

 .عمود المحور مع سطر المحورالعنصر المحوري هو القيمة التي يتقاطع عندها  -
 :28جدول الحل الممكن الموالي يتم إعداده كما يلي -4

 دة.تغيرات القاعم دوذلك في عمو  نستبدل المتغيرة التي تخرج من القاعدة بالمتغيرة التي ستدخل إلى القاعدة، -
العمود الأخرى  وعناصر 1مة  تحويل العمود المحوري إلى عمود أحادي بحيث يتحول العنصر المحوري إلى القي -

 إلى قيم معدومة.
لدة عن عملية ة المتو لجديداتحويل سطر المحور بتقسيم جميع عناصره على قيمة عنصر المحور، وتسمى القيم  -

 .(pivot equationالقسمة بمعادلة المحور )
للمتغيرات الأساسية  يجري تحويل بقية العناصر في الجدول، حيث يتم استخراج القيم الجديدة -

(𝑠1, 𝑠2, …,𝑠𝑛) ،تتم هذه الخطوة وفق المعادلة التالية: التي لم تخرج من القاعدة ولدالة الهدف 

 ) معادلة المحور( ×)معامل المتغير الداخل في السطر القديم( –قيم السطر الجديدة = قيم السطر القديمة 
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، وفي حالة و صفريةأوجبة مالهدف نتوصل إلى الحل الأمثل في حالة التعظيم عندما تكون كل معاملات دالة  -
 التصغير عندما تكون كل معاملات دالة الهدف سالبة أو صفرية.

 :مثال

(، يتطلب إنتاجهما المرور على قسمين هما 𝑥2( وطاولات )𝑥1ينتج مصنع نوعين من الأثاث، مكاتب )
قسم التجميع وقسم التجهيز النهائي، الطاقات الإنتاجية للقسمين بالساعات والساعات التي يحتاجها كل منتج 

 في كل قسم نبينها في البرنامج التالي: 

MAX 𝑧 = 5X1 + 6X2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 ≤         قسم التجميع                 320
 X1 + 4X2 ≤          قسم التجهيز النهائي           340

                             

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 : أوجد الحل الأمثل لهذا النموذج باستخدام طريقة السمبلكس.المطلوب

 الحل:
 

 يلي: الشكل القياسي للبرنامج كما إيجاد -1

MAX 𝑍 = 5X1 + 6X2 + 0S1 + 0S2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 + S1 =         قسم التجميع                 320
 X1 + 4X2 + 𝑆2 =          قسم التجهيز النهائي           340

                             

 

X1, X2 ≥ 0   , S1, S2 ≥ 0 
 

 لي:لشكل التاوبجعل دالة الهدف مساوية للصفر وهي نقطة الانطلاقة دائما نحصل على ا
 

MAX 𝑍 − 5X1 − 6X2 = 0 
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 :يلي الحل الابتدائي ووضع البرنامج القياسي فيه كماتكوين جدول  -2
 
 
 

 
يتناسب الحل الابتدائي مع مرحلة ما قبل النشاط، وبالتالي فإن متغيرات القرار المعبرة عن كميات الإنتاج        
X2, X1   ،لـ في الطرف الأيمن المقابل 320ووجود تساوي الصفر S1   يعني أن الطاقة الإنتاجية لقسم التجميع

الإنتاجية لقسم  يعني أن الطاقة S2في الطرف الأيمن مقابلة لـ  340وكذلك وجود كلها طاقة غير مستغلة، 
 أن الربح وفقا لهذا الحل سيكون صفرا. 𝑍ويعني وجود صفر مقابلا لـ  غير مستغلة، أيضا التجهيز النهائي

د تشكل القيو  فياعدة نلاحظ أن عدد القيود يساوي عدد متغيرات القاعدة، كما أن معاملات متغيرات الق
 مصفوفة أحادية فيما بينها.

,X2البحث عن الحل الأمثل: نعين المتغير الداخل من بين المتغيرين) -3 X1 نختار المتغير الذي يكون ذو أكبر ،)
هو عمود   X2أي أن ، X2( وهي معامل 6-معامل بالسالب من بين معاملات دالة الهدف، هذه القيمة هي )

 المحور.
نحصل على المتغير الخارج وهو  (X2الأيمن )عمود الثوابت( على معاملات عمود المحور )بقسمة عناصر الطرف 

وهي موجودة في  85، أصغر قيمة هي الابتدائييقابل أصغر قيمة مثلما يوضحه عمود النسبة في جدول الحل 
يعطي عنصر عمود المحور مع  تقاطع  سطر المحور، هو السطر المحوري  S2 ، أي أنS2السطر الثاني وتقابل 

 .4المحور وهو العدد 

يجب أن نستخرج قيم المتغير الداخل  S2القاعدة مكان  إلى X2: بعد إدخال جدول جديد إلىالانتقال   -4
𝑋2  معادلة المحور(، والقيم الجديدة لكل من(𝑆1 و 𝑍. 

  النسبة 
𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑗
 𝑏𝑖 S2 S1 X2 X1 م/ق 

/ 0 0 0 6- 5- 𝑍 

320

2
= 160 320 0 1 2 3 S1 

340

4
= 85 340 1 0 4 1 S2 

 سطر 
 المحور

 عنصر المحور  عمود المحور
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  ما يلي:ور كدلة المحور( نحصل عليها بقسمة سطر المحور عل عنصر المحاالداخل )مع قيم المتغير

 نحصل على سطر جديد ذو قيم جديدة كما يلي:

1

4
                 1                0                

1

4
               85 𝑋2 

بموجب التحويل أعلاه ، أما بقية عناصر  1يتحول عمود المحور إلى عمود أحادي أي أن قيمة عنصر المحور تصبح 
 الجديدة كما يلي:𝑍 و 𝑆1 العمود فتتحول إلى أصفار، ويتم ذلك بحساب قيم 

 ة المحور() معادل ×(𝑆1في السطر   𝑋2 )معامل المتغير الداخل –القديمة  𝑆1الجديدة = قيم  𝑆1قيم *

S1 = [ 3    2    1    0    320 ]- [(2) × ( 
1

4
     1     0     

1

4
        85 )]  

S1 = [  
1

4
           0          1          - 

1

2
           150 ] 

 لمحور(ا) معادلة  ×(𝑍 في السطر   𝑋2 )معامل المتغير الداخل –القديمة  𝑍 الجديدة = قيم  𝑍 قيم *

𝑍 = [ -5    -6    0    0    0 ]- [(-6) × ( 
1

4
     1     0     

1

4
        85 )]  

𝑍 = [ - 
7

2
           0          0           

3

2
           510 ] 

 ، نضعها في الجدول التالي:𝑍 و 𝑆1وبعد معرفة قيم المتغير الداخل والقيم الجديدة لكل من

 
    

 
 
 
 
 
 
 
 

  النسبة 
bi

aij
 م/ق bi S2 S1 X2 X1الحل  

/ 510 3

2
 0 0 −7

2
 Z 

150

5
2

= 60 150 −1

2
 1 0 5

2
 S1 

85

1
4

= 340 85 1

4
 0 1 1

4
 X2 

 عمود المحور عنصر المحور 

 سطر 
 المحور
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وحدة نقدية  510إلى  0قد ساهم في تحسين قيمة دالة الهدف التي انتقلت من  X2 المتغير نلاحظ أن إدخال
 أي: 

𝑍 = 5(0) + 6(85) = 510 

 السؤال المطروح هو هل وصلنا إلى الحل الأمثل؟

الإجابة هي لا، لوجود قيمة سالبة في سطر دالة الهدف، لأن الحل الأمثل يشتط أن تكون كافة قيم 
معاملات دالة الهدف موجبة أو صفرية في حالة التعظيم، ووجود قيمة سالبة يعني إمكانية زيادة قيمة دالة 

 يق تحسين الحل بتكرار نفس الخطوات السابقة.الهدف)الأرباح( عن طر 

والذي يمثل سطر المحور، لأن له أصغر  S1والذي يمثل عمود المحور مكان المتغير  X1ندخل متغير القرار  
5، عنصر المحور هو العدد  X2من حاصل قسمة عمود الثوابت على القيم المقابلة في عمود المحورناتج 

2
كما يظهر   

في الجدول السابق، نقوم بالعمليات اللازمة لتحويل عمود المحور إلى عمود أحادي بحيث يتحول عنصر المحور إلى 
 وعناصر العمود الأخرى إلى قيم معدومة، وهذا يتطلب حساب: 1القيمة

5دلة المحور( نحصل عليها بقسمة سطر المحور عل عنصر المحور ا*قيم المتغير الداخل )مع

2
 فنحصل على:  

1                 0                
2

5
           

−1

5
               60 𝑋1 

 كما يلي:نحسبها   𝑍 و 𝑋2 الجديدةقيم ال *

 ) معادلة المحور( ×(𝑋2في السطر   𝑋1 )معامل المتغير الداخل –القديمة  𝑋2الجديدة = قيم  𝑋2قيم *

𝑋2 = [
1

4
     1     0     

1

4
        85 ]- [(

1

4
) × (1    0     

2

5
     −  

1

5
        60 )]   

𝑋2 = [  0           1          - 
1

10
           

3

10
           70 ]    

                                                                                      

 ) معادلة المحور( ×(𝑍 في السطر   𝑋1)معامل المتغير الداخل  –القديمة  𝑍 الجديدة = قيم  𝑍 قيم *

𝑍 = [ - 
7

2
         0        0         

3

2
         510 ]- [(- 

7

2
) × ((1    0     

2

5
     −  

1

5
        60 )] 

𝑍 = [0           0          
7

5
           

4

5
           720 ]                                                                  
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   في جدول جديد يظهر لنا كما يلي:القيم الجديدة ننقل 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
نلاحظ أن كل المعاملات السالبة في دالة الهدف اختفت وبذلك نكون قد وصلنا إلى الحل الأمثل، المتمثل في 

 : لتحقيق أقصى قيمة ممكنة لدالة الهدف وهي X2وحدة من  60و X1وحدة من  70 إنتاج
𝑍 = 5(60) + 6(70) = 720 

S1المتاحة في قسم التجميع ) تاجيةلإنامع استغلال كلي للطاقات  = S2(، وقسم التجهيز النهائي 0 = 0. 

 (:≥أو يساوي)من نوع تساوي )=( أو أكبر إيجاد الحل الأمثل عندما تكون القيود -ب

 تأخذ النماذج الخطية في هذه الحالة الشكل التالي:   

                                                    

OPT (𝑍) =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗    (≥ , = ) 𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

𝑥𝑗 ≥ 0  , 𝑏𝑖 ≥ 0  

قيود فنية على شكل معادلات و/أو قيود فنية أخرى على شكل أكبر أو يساوي، ولتحويل النموذج لدينا 
الشكل القياسي، يجب أن نطرح للقيود من نوع أكبر أو يساوي من طرفها الأيسر متغيرات الفرق، أي  إلىأعلاه 

ويمثل الزيادة عن المستوى المطلوب، يكون معامل ( -S𝑖لتحقيق المساواة ندخل متغير الفرق يرمز له بالرمز) 
لحل الابتدائي الذي يتناسب مع مرحلة ما متغيرات الفرق في القيود الفنية أحاديا سالبا، فإذا أردنا البحث عن ا

bi S2 S1 X2 X1 م/ق 

720 4

5
 

7

5
 0 0 Z 

60 −
1

5
 

2

5
 0 1 

 

X1 

70 3

10
 −

1

10
 1 0 X2 
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قبل النشاط، نلاحظ أن متغيرات القاعدة لا تتوفر فيها شروط القبول لأن معاملاتها في القيود الفنية ليست 
فإن هذا يعني   مساوية للصفر 𝑥𝑗أحادية موجبة وإنما أحادية سالبة، وبما أن الحل الابتدائي يتطلب أن تكون قيم  

(، أي أن قيمة متغير الفرق سالبة وهذا يتنافى مع شرط عدم السالبية للمتغيرات، وبالتالي تعذر -𝑏𝑖 =S𝑖أن )
تسمى بالمتغيرات الحصول على حل ابتدائي ممكن، ومن أجل حل هذه المشكلة يتم إضافة متغيرات جديدة 

في الواقع نستعملها فقط من أجل لقيد ، وهي متغيرات وهمية لا وجود لها لالطرف الأيسر  إلى( 𝑅𝑖)الاصطناعية 
 .29الحل الأمثل إلىحل النموذج ثم نتخلص منها بعد الوصول 

بالنسبة للقيود من نوع )=( فإنه لا نضيف ولا نطرح أي متغير فرق، وبما أن الحل الابتدائي يتطلب أن 
إلى ذلك عدم توفر  (، وهذا أمر غير مقبول أضف𝑏𝑖=0)معدومة فإن القيود تصبح من الشكل  𝑥𝑗تكون قيم 

، وهذا يعني أن متغيرات القاعدة لا تشكل الشرط المتمثل في تساوي عدد القيود مع عدد متغيرات القاعدة
مصفوفة أحادية فيما بينها، في هذه الحالة نحتاج إلى المتغيرات الاصطناعية لبداية الحل وفقط، بمعنى أنها لا يمكن 

وجبة، إذن ليصبح الحل الابتدائي ممكنا نضيف المتغيرات الاصطناعية إلى أن تبقى في جدول الحل الأمثل بقيمة م
الطرف الأيسر للقيود من نوع أكبر أو يساوي ويساوي، حيث تمثل إنتاجا غير موجود في الأصل، أي أنه إنتاج 

إلى دالة  منا إضافتهاالقيود يتطلب  إلىالمتغيرات الاصطناعية  إضافةمصطنع أو مختلق لا أصل له في الواقع، 
 الهدف ويتم ذلك بطريقتين:

 (:BIG Mالكبيرة ) Mطريقة   -1

 (MIN)في حالة الدالة من نوع تصغير +(M)يتم إضافة المتغيرات الاصطناعية بمعامل كبير جدا هو 
وهذا يعني أن إنتاج المتغير الاصطناعي سوف يؤدي زيادة التكاليف بشكل كبير، أما حالة الدالة من نوع تعظيم 

(MAX ) فيتم طرح المتغيرات الاصطناعية بمعاملM وهذا يعني أن إنتاج هذا النوع المصطنع من البضاعة ،
  30.والذي لا أصل له في الواقع سوف يؤدي إلى خسارة بدل الربح

عند إضافة المتغيرات الاصطناعية إلى القيود الفنية سوف نتمكن من الحصول على حل جديد، يتكون 
طناعية ومتغيرات الفرق التي تكون معاملاتها فيما بينها في القيود الفنية مصفوفة أحادية، نلاحظ من المتغيرات الاص

                                                           
 .72مكيد علي، مرجع سبق ذكره، ص   -29

 . 136، ص1999، دار وائل للنشر،الأردن، بحوث العمليات تطبيق وخوارزميات محمد سالم الصفدي، - 30
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أن المتغيرات الاصطناعية تكون إجباريا داخل القاعدة لأن كل متغيرات القاعدة يجب أن تشمل عمود يشكل 
شك أن السبب الرئيسي لإضافة أحد أعمدة المصفوفة الأحادية الواجب توفرها في جدول الحل الابتدائي، ولا 

 Mالمتغيرات الاصطناعية هو توفير هذا الشرط، وسنوضح من خلال المثال التالي خطوات الحل باستخدام طريقة 
 الكبيرة.

 مثال:

 باستخدام طريقة السمبلكس. التالي لنموذجلأوجد الحل الأمثل 

MIN 𝑧 = 2X1 + X2                                                  

𝑆/𝐶 {

  X1 + 2X2 ≤ 3                  
  3X1 + X2 = 3                  
 4X1 + 3X2 ≥ 6               

 

                X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 يلي: نحول النموذج إلى الشكل القياسي كما -1

{

  X1 + 2X2  + S1 = 3                   
  3X1 + X2             = 3                    
 4X1 + 3X2 − S3 = 6                  

 

X1, X2 ≥ 0    S1, S3 ≥ 0             

X1 :معدومة هذا يعني أن 𝑧في جدول الحل الابتدائي يفتض أن تكون  = X2 = نلاحظ أن هذا الحل ،  0
(، هذه 1-الذي معامله في القيود) S3( و1الذي معامله في القيود)+ S1يتكون من متغيري الفرق وهما 

المعاملات لا تشكل مصفوفة أحادية فيما بينها، وعليه فإن متغيرات الفرق لا تكفي لبداية الحل والسبب هو 
وجود قيد من نوع أكبر أو يساوي وقيد من نوع يساوي، ولتجاوز هذه المشكلة نضيف المتغيرات الاصطناعية إلى 

 الي: لقيود فتصبح بالشكل التاهذه 

{

 X1   + 2X2  + S1 = 3                           
  3X1 + X2    +   𝑅2       = 3                    
 4X1 + 3X2 − S3 + 𝑅3 = 6                  

 

            𝑅2, 𝑅3 ≥ 0                 X1, X2 ≥ 0    S1, S3 ≥ 0               
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الذي يتكون من إلى القيود الفنية يمكننا من الحصول على حل ابتدائي جديد،  إن إضافة المتغيرات الاصطناعية
S1المتغيرات ) = 3 ،)(𝑅2 = 3)( ،𝑅3 = حيث أن معاملاتها في القيود الفنية تشكل مصفوفة أحادية (، 6

 (.S1،𝑅2،𝑅3فيما بينها، أي أن متغيرات القاعدة هي )

أن يتم  القيود الفنية يتطلب إضافة المتغيرات الاصطناعية إلىفإن ( MIN)بما أن دالة الهدف من نوع التصغير 
 :فتصبح على الشكل التاليM إضافتها أيضا إلى دالة الهدف بمعامل كبير

MIN 𝑧 = 2X1 + X2 + 0S1 + 0S3 +𝑀𝑅2 +𝑀𝑅3 

من القيود ونعوضها في دالة الهدف، لأنها متغيرات القاعدة فيجب أن  𝑅2،𝑅3نستخرج قيم المتغيرات الاصطناعية 
 .، أي يجب أن تكون معاملاتها في دالة الهدف تساوي الصفرلا تكون في دالة الهدف

𝑅2 = 3 − 3X1 − X2    

        𝑅3 = 6 − 4X1 − 3X2 + S3 

 : تصبح دالة الهدف على الشكل

MIN 𝑧 = 2X1 + X2 + 0S1 + 0S3 +𝑀(3 − 3X1 − X2) + 𝑀(6 − 4X1 − 3X2 + S3) 

 وبفك الأقواس وتجميع الحدود المتشابهة تصبح دالة الهدف كما يلي:

MIN 𝑧 = (2 − 7𝑀)X1 + (1 − 4𝑀)X2 +𝑀S3 + 9𝑀 

𝑧)قيمة دالة الهدف في جدول الحل الابتدائي دائما تكون معدومة = ، وبناءا على ذلك نضع المتغيرات في  (0
 طرف والثوابت في طرف آخر فنحصل على دالة الهدف في شكلها النهائي: 

(7𝑀 − 2)X1 + (4𝑀 − 1)X2 −𝑀S3 = 9𝑀 

 نكون جدول الحل الابتدائي كما يلي: -3
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 Mلأنها تقابل أكبر قيمة موجبة في سطر دالة الهدف، على أساس أن  القاعدة إلىمرشحة للدخول  X1المتغيرة 

 هو عمود المحور. X1العمود الذي تنتمي إليههي قيمة موجبة كبيرة جدا، 
على العناصر المقابلة لعمود المحور  biالمتغير الخارج هو الذي يقابل أصغر قيمة موجبة لحاصل قسمة عمود الثوابت 

ويسمى هذا السطر بسطر المحور، عندئذ يكون  𝑅2وهي موجودة في السطر الثاني، أي أن المتغير الخارج هو 
 أي العنصر الذي يتقاطع عنده سطر المحور مع عمود المحور. ،و القيمة ثلاثةعنصر المحور ه

يعني أن هذا المتغير يجب أن يشكل مصفوفة وحدة مع متغيرات القاعدة  𝑅2 إلى قاعدة الحل مكان X1دخول 
 الأخرى ولتحقيق ذلك نجري العمليات التالية:

 فنحصل على:  3 بقسمة سطر المحور عل عنصر المحور*قيم المتغير الداخل )معادلة المحور( نحصل عليها 

1         
1

3
        0          0         

1

3
           0           1 𝑋1 

 نحسبها كما يلي: 𝑅3 و𝑍 و 𝑠1 * القيم الجديدة

 ) معادلة المحور( ×(S1في السطر   𝑋1 )معامل المتغير الداخل –القديمة  S1الجديدة = قيم  S1قيم *

S1 = [1     2      0      1      0      0      3] − [(1)(1     
1

3
     0       0      

1

3
      0       1] 

S1 = [0    
5

3
      0      1     −

1

3
      0      2]              

 

  النسبة 
bi

aij
 م/ق bi 𝑅3 𝑅2 S1 S3 X2 X1الحل  

 9𝑀 0 0 0 −𝑀 4𝑀 − 1 7𝑀 − 2 Z 

3

1
= 3 3 0 0 1 0 2 1 S1 

3

3
= 1 3 0 1 0 0 1 3 𝑅2 

6

4
= 1.5 6 1 0 0 -1 3 4 𝑅3 

 عمود المحور عنصر المحور 

 سطر 
 المحور
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 ) معادلة المحور( ×(𝑅3 في السطر   𝑋1 )معامل المتغير الداخل –القديمة  𝑅3 الجديدة = قيم  𝑅3 قيم 

       𝑅3 = [4     3     − 1      0      0      1      6] −

[(4)(1     
1

3
     0       0      

1

3
      0       1] 

 𝑅3 = [0    
5

3
     − 1      0     −

4

3
      1      2] 

 

 ) معادلة المحور( ×(𝑍 في السطر   𝑋1 )معامل المتغير الداخل –القديمة  𝑍 الجديدة = قيم  𝑍 قيم *

𝑍 = [7𝑀 − 2   4𝑀 − 1    −  𝑀    0     0   9𝑀] − [(7𝑀 − 2)(1     
1

3
     0       0      

1

3
      0       1] 

𝑍 = [0          
−1 + 5𝑀

3
      − 𝑀        0        

2 − 7𝑀

3
         0        2 + 2𝑀] 

 :نحصل على الجدول التالي
 

    
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

2إلى 9𝑀دالة الهدف قد انخفضت، وانتقلت قيمتها من نلاحظ أن قيمة  + 2𝑀  ولكننا لم نصل بعد إلى الحل ،
الذي سيدخل إلى قاعدة  X2الأمثل لبقاء المعاملات الموجبة في سطر دالة الهدف، أكبر هذه القيم هي معامل

 biالثوابت هو عمود المحور، ويخرج المتغير الذي تقابله أقل قيمة غير سالبة من حاصل قسمة عمود  X2الحل إذن

  النسبة 
bi

aij
 م/ق bi 𝑅3 𝑅2 S1 S3 X2 X1الحل  

 2 + 2𝑀 0 2 − 7𝑀

3
 0 -𝑀 −1 + 5𝑀

3
 0 Z 

2

5
3

=
6

5
 2 0 −1

3
 1 0 5

3
 0 S1 

1

1
3

= 3 1 0 
1

3
 0 0 1

3
 1 X1 

2

5
3

=
6

5
 2 1 

−4

3
 0 -1 5

3
 0 𝑅3  سطر 

 المحور

 عنصر المحور  عمود المحور
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عمود النسبة فإنه لدينا الخيار في تحديد المتغير الخارج ، حسب ما يوضحه عمود المحورتقابلها في التي على العناصر 
هو سطر المحور، بعد ذلك  𝑅3إذن سطر 𝑅3، نختار المتغير𝑅3 و 𝑠1لوجود قيمتين دنيويتين متساويتين تقابلان 

 المتغيرات الموجودة في قاعدة الحل.مصفوفة الوحدة مع بقية X2  نجري العمليات اللازمة لكي يشكل

5 عنصر المحور ى*قيم المتغير الداخل )معادلة المحور( نحصل عليها بقسمة سطر المحور عل    
3
فنحصل على:  

  

0           1     −
3

5
         0      −

4

5
           

3

5
             

6

5
 𝑋2 

 نحسبها كما يلي: 𝑋1 و𝑍 و 𝑠1 * القيم الجديدة

 ) معادلة المحور( ×(S1في السطر   𝑋2 )معامل المتغير الداخل –القديمة  S1الجديدة = قيم  S1قيم 

S1 = [0     
5

3
     0     1   −

1

3
     0     2] − [(

5

3
) (0     1    −

3

5
     0    −

4

5
      

3

5
     

6

5
] 

S1 = [0    0      1      1     1     − 1      0] 

 ) معادلة المحور( ×(𝑋1في السطر   𝑋2 )معامل المتغير الداخل –القديمة  𝑋1الجديدة = قيم  𝑋1قيم *

𝑋1 = [1     
1

3
     0     0   

1

3
     0    1] − [(

1

3
) (0     1   −

3

5
     0    −

4

5
      

3

5
     

6

5
] 

𝑋1 = [1    0      
1

5
      0     

3

5
     −

1

5
      

3

5
] 

 

 ) معادلة المحور( ×(𝑍 في السطر   𝑋2 )معامل المتغير الداخل –القديمة  𝑍 الجديدة = قيم  𝑍 قيم *

𝑍 = [0    
−1 + 5𝑀

3
    − 𝑀    0   

2 − 7𝑀

3
    0   2 + 2𝑀] − [(

−1 + 5𝑀

3
) (0   1   −

3

5
    0  −

4

5
     
3

5
    
6

5
] 

𝑍 = [0      0     −
1

5
      0     

2

5
− 𝑀     

1

5
− 𝑀      

12

5
] 

 :نحصل على الجدول التالي
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12في أدنى قيمة لها وتساوي  Zنلاحظ اختفاء كل القيم الموجبة في سطر دالة الهدف وتكون بذلك  

5
وقيم     

3 :عناصر الحل الأمثل هي
5

=X1،  X2 =
6

5
 أما بقية المتغيرات فهي معدومة. 

  M، ذلك أن على المرء أن يدخل القيمة  big Mطريقة استخدامهناك بعض التعقيد في  طريقة المرحلتين:-2
، حيث لا الاصطناعيةحد لإبعاد المتغيرات  إدخالكرقم كبير جدا دون أن يحدد قيمته بدقة، لأن الغرض هو 

من الحل للمسألة الأصلية، هناك أسلوب للتغلب على هذه الصعوبة يتمثل في طريقة يمكن أن تكون كجزء 
الاصطناعية لغرض استخراج حل أساسي ممكن للمتغيرات  المتغيراتإن المرحلة الأولى تتضمن إبعاد  ،المرحلتين

لأمثل بواسطة طريقة الحقيقية للمسألة، أما المرحلة الثانية فتتضمن استخدام الحل الأساسي للوصول إلى الحل ا
 big Mجداول الحل المختلفة في طريقة المرحلتين تشبه تماما جداول الحل في طريقة السمبلكس، ونلاحظ أن 

  .31باستثناء معاملات دالة الهدف

 32يتم الحل بموجب هذه الطريقة على مرحلتين أساسيتين يمكن توضيحهما على النحو التالي:

 :الأولىالمرحلة 

 .وذجالنم إلى الاصطناعيةالمتغيرات  إضافةالصيغة القياسية مع  إلىتحويل النموذج -1

                                                           
 .62محمد عبد العال النعيمي وآخرون، مرجع سبق ذكره، ص -31

  32 - حسن ياسين طعمة وآخرون، مرجع سبق ذكره، ص121.

 م/ق bi 𝑅3 𝑅2 S1 S3 X2 X1الحل 

12

5
 

1

5
- 𝑀 

2

5
- 𝑀 0 −

1

5
 0 0 Z 

0 -1 1 1 1 0 0 S1 
3

5
 −

1

5
 

3

5
 0 1

5
 0 1 X1 

6

5
 

3

5
 −

4

5
 0 −

3

5
 1 0 X2 



  الخطي البرنامج حل طرق: الثاني المحور

 

61 
 

فقط، وهي بهذه الكيفية تعد دالة مؤقتة  الاصطناعيةعلى المتغيرات  بالاعتماد (𝛤) صياغة دالة هدف جديدة-2
 يلي: وتكتب كما

 (:MAX*في حالة التعظيم )

𝛤 = −∑𝑅𝑖   

𝑛

𝑖=1

 

 (:MIN*في حالة التصغير )

𝛤 =∑𝑅𝑖   

𝑛

𝑖=1

 

في قيود  القرارية والراكدة والاصطناعية تغيراتمعاملات المعلى  بالاعتمادتكوين جدول يتضمن الحل الأولي  -3
𝛤أن نحصل على إلى السمبلكس ةباستخدام طريقونتبع خطوات الحل  𝛤الجديدة ودالة الهدف  ،النموذج =

0 . 

أن تنعدم عند نهاية المرحلة الأولى، وأن   𝛤لكي يكون للبرنامج الخطي حل ممكن لابد لدالة الهدف المؤقتة -4
 .تخرج كل المتغيرات الاصطناعية من القاعدة وإن بقيت في الجدول يجب أن تكون قيمتها مساوية للصفر

 :المرحلة الثانية
ودالة  الاصطناعيةالمتغيرات  استبعادبعد  إليه في المرحلة الأولى تبدأ هذه المرحلة بالحل النهائي الذي تم التوصل-1

 . 𝛤 الهدف
 .وتحسين قيمتها للحصول على الحل الأمثل Z دالة الهدف الأصلية عتمادا -2

 ير، وموجبة أوة التصغ حالنتحقق من أمثلية الحل حيث تكون كافة معاملات دالة الهدف سالبة أو صفرية في -3
 صفرية في حالة التعظيم. 

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج السابق باستخدام طريقة المرحلتين. مثال:
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 الحل:

 وفقا للآتي:يمكن الوصول إلى حل النموذج في مرحلته الأولى المرحلة الأولى: 

 نحول النموذج إلى الشكل القياسي كما يلي: -

{

 X1   + 2X2  + S1 = 3                           
  3X1 + X2    +   𝑅2       = 3                    
 4X1 + 3X2 − S3 + 𝑅3 = 6                  

 

            𝑅2, 𝑅3 ≥ 0                 X1, X2 ≥ 0    S1, S3 ≥ 0               

,𝑅2المتغيرات الاصطناعية قيم  بالاعتماد على 𝛤جديدة  دالة هدف صياغة- 𝑅3 :فنحصل على 

MIN →  𝛤 = 𝑅2 + 𝑅3  

 من القيود ونعوضها في دالة الهدف 𝑅2،𝑅3نستخرج قيم المتغيرات الاصطناعية 

𝑅2 = 3 − 3X1 − X2    

        𝑅3 = 6 − 4X1 − 3X2 + S3 

 : تصبح دالة الهدف على الشكل

𝛤 = (3 − 3X1 − X2) + (6 − 4X1 − 3X2 + S3) 

 وبفك الأقواس وتجميع الحدود المتشابهة تصبح دالة الهدف كما يلي:

𝛤 = −7X1 − 4X2 + S3 + 9 

 : نهائينضع المتغيرات في طرف والثوابت في طرف آخر فنحصل على دالة الهدف في شكلها ال

7X1 + 4X2 − S3 = 9 

 نكون جدول الحل الابتدائي كما يلي:-
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العمود الذي تنتمي مرشحة للدخول إلى القاعدة لأنها تقابل أكبر قيمة موجبة في سطر دالة الهدف،  X1المتغيرة 

 نفس وبإتباع ،3عنصر المحور هو القيمة  إذنسطر المحور، ويمثل  𝑅2المتغير الخارج هو ، هو عمود المحور X1إليه
 على النحو الآتي:  الثاني الحل جدول نقوم بإعداد السابقة السمبلكس خطوات

 
    

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

، ولكننا لم نصل بعد إلى الحل الأمثل   2إلى 9دالة الهدف قد انخفضت، وانتقلت قيمتها من نلاحظ أن قيمة 
الذي سيدخل إلى قاعدة الحل  X2لبقاء المعاملات الموجبة في سطر دالة الهدف، أكبر هذه القيم هي معامل

حسب ما يوضحه عمود النسبة فإنه لدينا الخيار في تحديد المتغير الخارج لوجود قيمتين و هو عمود المحور،  X2إذن
 من أكثرللاقتراب  الاصطناعية للمتغيرة الخروج أولوية تعطى وهنا، 𝑅3 و 𝑠1ابلان دنيويتين متساويتين تق

  النسبة 
bi

aij
 م/ق bi 𝑅3 𝑅2 S1 S3 X2 X1الحل  

 9 0 0 0 -1 4 7 ɼ 

3

1
= 3 3 0 0 1 0 2 1 S1 

3

3
= 1 3 0 1 0 0 1 3 𝑅2 

6

4
= 1.5 6 1 0 0 -1 3 4 𝑅3 

  النسبة 
bi

aij
 م/ق bi 𝑅3 𝑅2 S1 S3 X2 X1الحل  

 2 0 −7

3
 0 -1 5

3
 0 Γ 

3

1
= 3 2 0 −1

3
 1 0 5

3
 0 S1 

3

3
= 1 1 0 

1

3
 0 0 1

3
 1 X1 

6

4
= 1.5 2 1 

−4

3
 0 -1 5

3
 0 𝑅3 

 عمود المحور عنصر المحور 

 سطر 
 المحور

 سطر 
 المحور

 عنصر المحور  عمود المحور
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مصفوفة الوحدة مع X2 هو سطر المحور، بعد ذلك نجري العمليات اللازمة لكي يشكل  𝑅3  إذن سطر الحل،
 على النحو الآتي:الثالث  الحل جدولنحصل على ، بقية المتغيرات الموجودة في قاعدة الحل

    
 

 
 
 
 
 
 
 

قاعدة الحل،  خرج من  𝑅3سالبة، كما أن المتغير الاصطناعي  نلاحظ أن كافة معاملات دالة الهدف صفرية أو
تساوي صفر وهذا يعني الوصول إلى الحل الأمثل للمرحلة الأولى، مما يسمح بالانتقال إلى  Γودالة الهدف المؤقتة 

 المرحلة الثانية. 

 :المرحلة الثانية
من  المتغيرات الاصطناعية استبعاد معبمعاملات دالة الهدف الأصلية،  المؤقتةنستبدل معاملات دالة الهدف -

 .أسطر وأعمدة الجدول 

 
 
 
 
 
 
 
 

 م/ق bi 𝑅3 𝑅2 S1 S3 X2 X1الحل 

0 −1 −1 0 0 0 0 Γ 

0 -1 1 1 1 0 0 S1 
3

5
 −

1

5
 

3

5
 0 1

5
 0 1 X1 

6

5
 

3

5
 −

4

5
 0 −

3

5
 1 0 X2 

 م/ق bi S1 S3 X2 X1الحل

 Z ؟ ؟ ؟ ؟ ؟

0 1 1 
0 0 S1 

3

5
 0 1

5
 0 1 X1 

6

5
 0 −

3

5
 1 0 X2 
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من خلال كتابة القيود اعتمادا على النتائج النهائية الواردة في  Zعلى معاملات دالة الهدف الأصلية  نحصل-
 .السابقالجدول 

X1 +
1

5
S3 =

3

5
…(1) 

X2 −
3

5
S3 =

6

5
…(2) 

 كالآتي:  𝑋2و   X1 قيم المتغيرين( يمكن الحصول على 2( و)1من المعادلتين )

X1 =
3

5
−
1

5
S3…(3) 

X2 =
6

5
+
3

5
S3…(4) 

   في دالة الهدف الأصلية نجد: (4( و)3)الواردين في العلاقتين  𝑋2و   X1بتعويض قيم المتغيرين 

Z = 2X1 + X2 

= 2(
3

5
−
1

5
S3) +

6

5
+
3

5
S3 

=
12

5
+
1

5
S3 

Z −
1

5
S3 =

12

5
 

 في جدول الحل النهائي فنحصل على: Zنفرغ نتيجة دالة الهدف -

 
 
 
 
 
 
 

 م/ق bi S1 S3 X2 X1الحل

12

5
 0 −

1

5
 0 0 Z 

0 1 1 0 0 S1 

3

5
 0 1

5
 0 1 X1 

6

5
 0 −

3

5
 1 0 X2 
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سالبة أو صفرية ومنه نكون قد  Zالنهائية الواردة في الجدول بأن جميع معاملات دالة الهدف  يتضح من النتائج

X1توصلنا إلى الحل الأمثل للبرنامج حيث:   =
3

5
  ،X2 =

6

5
 ،  ، S3 = 0، S1 = 0 Z =

12

5
. 

 عدم توفر شرط عدم سالبية المتغيرات: -ج

شرط عدم السالبية، غير أن خوارزمية الحل بطريقة بيمكن أن تكون بعض المتغيرات في البرنامج الخطي غير متقيدة 
متغيرات غير البرنامج  إلى، لذا يجب التحايل رياضيا بحيث ندخل المتغيراتكل عدم سالبية  السمبلكس تشتط 

 :33سالبة وفق المعالجات التالية

𝑥𝑗) إذا كان أحد المتغيرات أقل أو يساوي الصفر -1 ≤ تعديل على  إجراءفي هذه الحالة يتم  :(0
𝑥𝑗   البرنامج بفرض: = −𝑥𝑗

𝑥𝑗حيث: ′
′ ≥ 0. 

يتم تعويض المتغير الجديد في البرنامج  ثم نتبع خوارزمية الحل ونوجد الحل الأمثل بشكل عادي، وحينئذ نحول 
𝑥𝑗المتغير 

 إلى أصله وفق التحويل الأولي.  ′

𝑥𝑗 حرا إذا كان أحد المتغيرات -2 ∈ (−∞, أي يمكن أن يأخذ أي قيمة مهما كانت في : (∞+
 تعديل على البرنامج بحيث نفرض:  إجراءفي هذه الحالة يتم  الاتجاه السالب أو الموجب،

   𝑥𝑗 = 𝑥𝑗
′ − 𝑥𝑗

𝑥𝑗حيث: ′′
′ ≥ 0 , 𝑥𝑗

′′ ≥ 0. 
 عبارة عن الفرق بين قيمتين موجبتين، بحيث: 𝑥𝑗أي أن 

𝑥𝑗موجبا يكون:  𝑥𝑗إذا كان  -
′ > 𝑥𝑗

′′. 
𝑥𝑗سالبا يكون:  𝑥𝑗إذا كان  -

′ < 𝑥𝑗
′′. 

𝑥𝑗معدوما يكون:  𝑥𝑗إذا كان  -
′ = 𝑥𝑗

′′. 

يتم تعويض المتغير وفق التحويل الجديد في البرنامج، ثم نوجد الحل الأمثل، ونقوم بإيجاد قيمة المتغير الأصلي  
 وفق صيغة التحويل السابقة.

 
                                                           

 . 73راتول محمد، مرجع سبق ذكره، ص - 33
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 :1 مثال

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج التالي باستخدام طريقة السمبلكس

Max 𝑧 = 3X1 + 3X2 

𝑆/𝐶 {
  5X1 + 6X2 ≤ 10                  
  2X1 + 2X2 ≤ 14                 

              
 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≤ 0 
 الحل:

𝑥2     سالب نفرض أن: X2بما أن   = −𝑥2
.حيث: ′  𝑥2

′ ≥ 0 

 يلي: بالتعويض في البرنامج نحصل على ما

   

Max 𝑧 = 3X1 − 3𝑋2
′  

𝑆/𝐶 {
 5X1 − 6𝑋2

′ ≤ 10                  

 2X1 − 2𝑋2
′ ≤ 14                 
              

 

X1 ≥ 0 ,𝑋2
′ ≥ 0 

 الشكل القياسي للبرنامج هو:

Max 𝑧 = 3X1 − 3𝑋2
′  + 0S1 + 0S2 

𝑆/𝐶 {
 5X1 − 6𝑋2

′ + S1 = 10                  

 2X1 − 2𝑋2
′ + S2 = 14                 
              

 

X1 ≥ 0 ,𝑋2
′ ≥ 0   , S1 ≥ 0 ،S2 ≥ 0 

 يلي: كما  يوعليه يكون جدول الحل الابتدائ
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 وجدول الحل الثاني هو:، S1 والذي سيخرج منها هو، X1القاعدة هو  إلىالمتغير الذي سيدخل 

 
 
 
 
 
 
 
 

X2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
 هو: لث، وجدول الحل الثاS2والذي سيخرج منها هو ، ′

 
 
 
 
 
 
 

X1 :املات السالبة في سطر دالة الهدف إذن الحل أمثلانتهت كل المع = 32 ،𝑋2
′ = 25،  

 ، S2 = 0 ، S1 = 0 Z = وهو: على أساس التحويل المفتض مع بداية الحل  X2ومنه يمكن إيجاد قيمة  21
 𝑥2 = −𝑥2

X2إذن:  ′ = −25. 

bi S2 S1 X2 النسبة
′  X1 م/ق 

/ 0 0 0 3 -3 Z 

10

5
= 2 

10 0 1 -6 5 
 

s1 

6

2
= 3 6 1 0 -2 2 s2 

bi S2 S1 𝑋2
′  X1 م/ق 

6 0 
3

5
 -3

5
 0 Z 

2 0 1

5
 −

6

5
 1 

 

X1 

10 1 −
2

5
 

2

5
 0 s2 

bi S2 S1 𝑋2
′  X1 م/ق 

21 3

5
 0 0 0 Z 

32 3 −1 0 1 
 

X1 

25 5

2
 −1 1 0 𝑋2

′  
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= أما دالة الهدف الأصلية فهي: 3X1 + 3X2 Z :بالتعويض نجد ، 
 Z = 3(32) + 3(−25) =  ، أي أن قيمة دالة الهدف لم تتغير.21

 :2مثال

 للبرنامج التالي باستخدام طريقة السمبلكسأوجد الحل الأمثل 

Max 𝑧 = 3X1 + 10X2 

𝑆/𝐶 {
  5X1 + 6X2 ≤ 10                  
  2X1 + 7X2 ≤ 14                 

              
 

X1 ≥ 0   ,   X2  ∀ 

   الحل:

𝑥2   :  نفرض أن حر X2بما أن  = 𝑥2
′ − 𝑥2

.حيث: ′′  𝑥2
′ ,𝑥2

′′ ≥ 0 

 بالتعويض في البرنامج نحصل على مايلي:

Max 𝑧 = 3X1 + 10(𝑋2
′ − 𝑋2

′′) 

𝑆/𝐶 {
 5X1 + 6(𝑋2

′ − 𝑋2
′′) ≤ 10                  

 2X1 + 7(𝑋2
′ − 𝑋2

′′) ≤ 14                 
              

 

X1 ≥ 0 ,𝑋2 
′ ≥ 0 , 𝑋2 

′′ ≥ 0 

 هو:بعد فك الأقواس  الشكل القياسي للبرنامج

Max 𝑧 = 3X1 + 10𝑋2
′ − 10𝑋2

′′ + 0S1 + 0S2 

𝑆/𝐶 {
 5X1 + 6𝑋2

′ − 6𝑋2
′′ + S1 = 10                  

 2X1 + 7𝑋2
′ − 7𝑋2

′′ + S2 = 14                 
              

 

X1 ≥ 0 ,𝑋2
′ ≥ 0  , 𝑋2 

′′ ≥ 0 , S1 ≥ 0 ،S2 ≥ 0 
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 يلي: وعليه يكون جدول الحل الابتدائي كما

 
 
 
 
 
 

X2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو
 ، وجدول الحل الثاني هو:S1، والذي سيخرج منها هو ′

 
 
 
 
 
 
 
 
 

X1 الهدف ومنه الحل أمثل إذن:انتهت كل المعاملات السالبة في سطر دالة  = 0  ،𝑋2
′ =

10

6
  ،𝑋2 

′′ = 0 
، ، S2 =

7

3
 ، S1 = 0  Z =

50

3
. 

𝑥2   المفتض مع بداية الحل وهو: وحسب معادلة التحويل = 𝑥2
′ − 𝑥2

X2إذن:  ′′ =
10

6
− 0 =

10

6
. 

= أما دالة الهدف الأصلية فهي: 3X1 + 10X2 Z :بالتعويض نجد ،Z = 3(0) + 3 (
10

6
) =

50

3
، أي أن 

 تتغير.قيمة دالة الهدف لم 

 

 bi S2 S1 X2 النسبة
′′  X2

′  X1 م/ق 

/ 0 0 0 10 -10 -3 Z 

10

6
= 1.66 10 0 1 -6 6 5 

 

s1 
14

7
= 2 14 1 0 -7 7 2 s2 

bi S2 S1 X2 
′′  𝑋2

′  X1 م/ق 

50

3
 0 

10

6
 0 0 16

3
 Z 

10

6
 0 1

6
 -1 1 5

6
 

 

X2
′  

7

3
 1 −

7

6
 0 0 23

6
 s2 
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 الحالات الخاصة: -د

ياغة النماذج صدقة في دم العأثناء البحث عن الحل الأمثل لمشاكل البرمجة الخطية تظهر حالات خاصة تنجم عن 
 لات: الحا الرياضية أو في تحديد العوامل المؤثرة على المسألة موضوع البحث، ومن أهم هذه

تعني هذه الحالة عدم وجود حل لمشكلة البرمجة الخطية بشكل يفي باحتياجات جميع   :عدم وجود حل -1
القيود، أي عدم وجود حل ممكن، وتحدث هذه الحالة إذا كانت مشكلة البرمجة الخطية تضم قيودا 

عند استخدام طريقة السمبلكس نصل إلى جدول الحل الأمثل حيث يكون أحد المتغيرات  متعارضة،
فقاعدة السمبلكس تشتط عند الحل الأمثل خروج   34ضمن الحل الأساسي بقيمة موجبة، الاصطناعية

 كل المتغيرات الاصطناعية.

 : مثال

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج التالي باستخدام طريقة السمبلكس

MIN 𝑧 = X2 − X1 

𝑆/𝐶 {

  2X1 − X2 ≥ −2                  
  X1 − 2X2 ≤ −8                 
 X1 + X2 ≤ 5               

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

 الحل:

( 1-اني في )ول والثن الأتشتط طريقة السمبلكس أن تكون قيم عمود الثوابث موجبة، لذا نقوم بضرب القيدي
لابتدائي الحل ا جدول قبل وضع البرنامج في شكله القياسي، بعد ذلك نجري العمليات اللازمة لنحصل على

 التالي:   

 

                                                           
 .90جهاد صياح بني هاني و آخرون، مرجع سبق ذكره، ص  - 34
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 وجدول الحل الثاني هو: ، S1والذي سيخرج منها هو ، X2القاعدة هو  إلىالمتغير الذي سيدخل 

 
 وجدول الحل الثالث هو:، S3والذي سيخرج منها هو ، X1القاعدة هو  إلىالمتغير الذي سيدخل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

النسبة 

  
bi

aij
 م/ق bi 𝑠3 𝑅2 S1 S2 X2 X1الحل  

 8 𝑀 0 0 0 − 𝑀  
−1 + 2 M 1 −  𝑀 Z 

2

1
= 2 2 0 0 1 0 1 −2 S1 

8

2
= 4 8 0 1 0 −1 2 −1 𝑅2 

5

1
= 5 5 1 0 0 0 1 1 𝑠3 

  النسبة 
bi

aij
 م/ق bi 𝑠3 𝑅2 S1 S2 X2 X1الحل  

 2 + 4 𝑀 0 0 1 − 2 𝑀 − 𝑀 
0 3 𝑀-1 Z 

/ 2 0 0 1 0 1 −2 
 

X2 
4

3
= 1.33 4 0 1 −2 −1 0 3 𝑅2 
3

3
= 1 3 1 0 -1 0 0 3 𝑠3 

 م/ق bi 𝑠3 𝑅2 S1 S2 X2 X1الحل 

3 +  𝑀 
1

3
−  𝑀 0 0 

2

3
−  𝑀 0 0 Z 

4 
2

3
 0 

1

3
 0 1 0 

 

X2 

1 −1 1 −1 −1 0 1 𝑅2 

1 
1

3
 0 −

1

3
 0 0 1 X1 
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الجدول أن الحل الأمثل قد تحقق حيث أن كافة معاملات دالة الهدف موجبة أو صفرية، إلا أن من خلال نلاحظ 
، وهذا يعني عدم وجود حل 1في عمود الحل الأساسي بقيمة موجبة هي  𝑅2 اصطناعيهذا الحل يتضمن متغير 

  ممكن لهذه المشكلة.
زيادة أحد تحدث هذه الحالة عندما تكون دالة الهدف من نوع تعظيم، حيث يمكن  :عدم محدودية الحل -2

نهاية، إذا حدث أن واجهنا العوامل الداخلة في الحل بشكل غير محدود وبالتالي زيادة الأرباح إلى ما لا 
هذه الحالة في الحياة العملية فهذا يعني أن مشكلة البرمجة الخطية قد صيغت بطريقة غير مناسبة، لأنه من 

ة الحل بطريقة السمبلكس يالمستحيل عمليا زيادة الأرباح بشكل لا محدود، يستدل على عدم محدود
أن كافة قيم العمود المحوري  المتغير الخارج، بسبب عندما يمكن تحديد المتغير الداخل ولا يمكن تحديد

صفرية أو سالبة الأمر الذي يتتب عليه أن تصبح كافة قيم المتغيرات الخارجة سالبة أو غير معرفة، والتي 
 .35تشتط طريقة السمبلكس إهمالهم

 مثال:
 أوجد الحل الأمثل للبرنامج التالي باستخدام طريقة السمبلكس

Max 𝑧 = 3X1 + 2X2 

𝑆/𝐶 {
  X1 − X2 ≤ 1                  
  3X1 − 2X2 ≤ 6                 

 
 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 
 الحل:

 جدول الحل الابتدائي هو:
 
 
 
 
 

 
                                                           

 .96أكرم محمد عرفان المهتدي، مرجع سبق ذكره، ص  -35

 م/ق bi S2 S1 X2 X1 النسبة

/ 0 0 0 -2 -3 Z 

1

1
= 1 1 0 1 -1 1 

 

s1 

6

3
= 2 6 1 0 -2 3 s2 
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 ، وجدول الحل الثاني هو:S1والذي سيخرج منها هو ، X1القاعدة هو  إلىالمتغير الذي سيدخل 
 
 
 
 
 
 
 

  
 هو: لث، وجدول الحل الثاS2والذي سيخرج منها هو ، X2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 

 
 
 
 
 
 
 
 

من خلال الجدول أن الحل الأمثل لم يتحقق بعد لوجود قيمة سالبة في سطر دالة الهدف، الأمر الذي نلاحظ 
أما المتغير الخارج فلا يمكن تحديده لأن كافة قيم عمود المحور سالبة،  S1يتطلب تحسين الحل، المتغير الداخل هو 

مما يجعل حاصل قسمة قيم عمود الثوابت عليها سالبة يجب إهمالها، وهذا يعني أن البرنامج فيه عدم محدودية حل 
 يمكن فيه تعظيم الهدف.

 
الخطية، نقول بأن هذه المشكلة  عند وجود حلين أمثلين أو أكثر لمشكلة البرمجة :تعدد الحلول المثلى -3

حيث  ،ل إلى جدول الحل الأمثلو لها حلول متعددة، نستطيع التعرف على هذه الحالة عند الوص
 غير الداخلة في قاعدة الحل معاملات دالة الهدف مساوية للصفر لمتغير أو أكثر من المتغيراتتكون 

 م/ق bi S2 S1 X2 X1 النسبة

/ 3 0 3 -5 0 Z 

 1 1− 1 0 1 تهمل
 

X1 

3

1
= 3 3 1 −3 1 0 s2 

 م/ق bi S2 S1 X2 X1 النسبة

/ 18 5 −12 0 0 Z 

 1 0 2− 1 4 تهمل
 

X1 

 X2 0 1 3− 1 3 تهمل
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ات إلى متغيرات أساسية، تكون المتغير  ههذ حولتتيمكن أن  (، في هذه الحالةأساسيةغير  ) متغيرات
 .36جدولا جديدا يعطي نفس الحل الأمثل

 مثال: 
 أوجد الحل الأمثل للبرنامج التالي:

MAX 𝑧 = 2X1 + X2 

𝑆/𝐶 {
2X1 + X2 ≤ 10                        
 X1 − X2 ≤ 8                     

                             
 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0   

 الحل:
 الحل الابتدائي هو:جدول 

 
 
 
 
 
 

 ، وجدول الحل الثاني هو:S1والذي سيخرج منها هو ، X1القاعدة هو  إلىالمتغير الذي سيدخل 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           
 .146محمد أحمد الطراونة، سليمان خالد عبيدات، مرجع سبق ذكره، ص  - 36

bi S2 S1 X2 X1 م/ق 

0 0 0 -1 -2 Z 

10 0 1 1 2 
 
s1 

8 1 0 -1 1 s2 

bi S2 S1 X2 X1 م/ق 

10 0 1 0 0 Z 

5 0 1

2
 

1

2
 1 

 

X1 

3 1 −
1

2
 −

3

2
 0 s2 
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 .أمثل نلاحظ من الجدول أن كل معاملات دالة الهدف موجبة أو صفرية وهذا يعني أن الحل
علما بأنه متغير غير أساسي، هذا يعني X2   الملاحظ كذلك أن هناك قيمة صفرية في معاملات دالة الهدف تقابل
إلى قاعدة الحل بحيث يعطينا نفس قيمة X2 أن هناك أكثر من حل أمثل لهذه المشكلة، بمعنى أنه بإمكاننا إدخال 

 الحل السابق، كما يوضحه الجدول التالي:
  
 
 
 
 
 
 
 

 هذادف في دالة اله قيمةن أكافة معاملات دالة الهدف موجبة أو صفرية وعليه فإن الحل أمثل، كما نلاحظ أن  
 ين هما: بديلعما هي عليه في الحالة السابقة، وبذلك أصبح لدينا حلين أساسيين الحل لم تتغير

 
𝐗𝟏 الحل الأول = 𝟓    ,    𝐗𝟐 = 𝟎    ,    𝐙 = 𝟏𝟎   
X1 الحل الثاني = 0    ,    X2 = 10    ,    Z = 10   

 
  انحلال الحل )حياد أحد القيود(: -4

ات الحل ن متغير كثر مالبرمجة الخطية عندما يكون واحد أو أ تظهر حالة الانحلال في حل مشكلة
لحل أو نهاية الستمر الأساسي قيمته صفر، قد تظهر حالة الانحلال في أحد مراحل الحل، وإما ت

تحسن قيمة تلحل لن ااية في قبل الوصول إلى الحل الأمثل، وعند استمرار حالة الانحلال إلى نهتتخ
 دالة الهدف.

ل على حالة الانحلال في طريقة السمبلكس عندما تتساوى النسبة الموجبة الدنيا التي يمكن الاستدلا
 التي القيم في سطر دالة الهدف تساوتأو إذا نحدد من خلالها المتغير الذي سيغادر قاعدة الحل، 

bi S2 S1 X2 X1 م/ق 

10 1 1 0 0 Z 

10 0 1 1 2 
 

X2 

18 1 1 0 3 s2 
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في ويمكن توضيح حالة الانحلال كما ، 37إلى قاعدة الحل يدخل الذي المتغير اختيار يتم أساسها على
 المثال التالي:

 مثال:
 :أوجد الحل الأمثل للبرنامج التالي باستخدام طريقة السمبلكس

 

MAX 𝑧 = 5X1 + 10X2 

𝑆/𝐶 {
X1 + 3X2 ≤ 6                        
 2X1 + 2X2 ≤ 4                     

                             
 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 
 

 الحل: 
 جدول الحل الابتدائي هو:

 
 

   
 
 
 

 الذي المتغير اختيار يتم أساسها على التي الدنيا الموجبة النسبة تساوتيمكن ملاحظة حالة الانحلال، حيث 
عشوائيا بسبب عدم وجود معيار  S1، في هذه الحالة نختار المتغير S2 و  S1سيغادر قاعدة الحل عند المتغيرين 
 .لتحديد المتغير الخارج من القاعدة

 

                                                           

 .39جهاد صياح بني هاني و آخرون، مرجع سبق ذكره، ص  -37  
 

 م/ق bi S2 S1 X2 X1 النسبة

/ 0 0 0 -10 -5 Z 

 6 0 1 3 1 
 

s1 

 4 1 0 2 2 s2 

6

3
= 2 

4

2
= 2 
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ظهور حالة الانحلال في الحل يتمثل تساوي صفر، وهذا يعني أن  S2نلاحظ أن قيمة المتغير الأساسي  

 .) ( Z =20في عدم تحسن قيمة دالة الهدف 
  
   

 
 
 
 
 
 

 
نلاحظ أن حالة الانحلال استمرت إلى غاية الوصول إلى الحل الأمثل، لذلك لم تتحسن قيمة دالة الهدف  

 . 20وبقيت عند القيمة 
 
 
 
 
 
 

bi S2 S1 X2 X1 م/ق 

20 0 
10

3
 0 −

5

3
 Z 

2 0 1

3
 1 1

3
 

 

X2 

 1 −
2

3
 0 4

3
 s2 

bi S2 S1 X2 X1 م/ق 

20 5

4
 

5

2
 0 0 Z 

2 −
1

4
 

1

2
 1 0 

 

X2 

0 3

4
 −

1

2
 0 1 X1 

0 
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 تمارين محلولة:
 التمرين الأول:

 .BIG Mأوجد الحل الأمثل للبرنامجين التاليين باستخدام طريقة 
MAX 𝑍1 = 3X1 − X2 

𝑆/𝐶 {
2X1 + X2 ≥ 2                        
 X1 + 3X2 ≤ 3                        
                X2 ≤ 4                           

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

MIN 𝑍2 = 5X1 + 7X2 

𝑆/𝐶 {
  X1 + 2X2 = 50                 
  X1              ≥ 20                 
            X2 ≤ 20               

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 

    الحل:
 الشكل القياسي:-1

𝑆/𝐶 {

2X1 + X2 − S1 + 𝑅1 = 2                           
  X1 + 3X2  +   S2       = 3                    

 X2 + S3 = 4                  
 

𝑅1 ≥ 0                 X1, X2 ≥ 0    S2, S3 ≥ 0 

MAX 𝑍1 دالة الهدف هي:    = 3X1 − X2 + 0S1 + 0S2 + 0S3 +M𝑅1 

 نحصل على:بعد تبسيط المعادلة 
MAX 𝑍1 + (−2𝑀 − 3)X

1
+ (−𝑀 + 1)X2 +𝑀S1 = −2𝑀 

 جدول الحل الابتدائي هو:
 
 
 
 
 
 

bi S3 S2 𝑅1 S1 X2 X1 م/ق 

−2𝑀 0 0 0 𝑀 −𝑀 + 1 −2𝑀 − 3 Z 

2 0 0 1 −1 1 2 
 

𝑅1 

3 0 1 0 0 3 1 s2 

4 1 0 0 0 1 0 S3 
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 ، وجدول الحل الثاني هو:𝑅1والذي سيخرج منها هو ، X1القاعدة هو  إلىالمتغير الذي سيدخل 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 هو: لث، وجدول الحل الثاS2والذي سيخرج منها هو ، S1المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 

 
 
 
 
 
 
 

 :أمثل نلاحظ من الجدول أن كل معاملات دالة الهدف موجبة أو صفرية وهذا يعني أن الحل

𝐗𝟏 = 𝟑    ,    𝐗𝟐 = 𝟎    , S𝟏 = 𝟒, S𝟐 = 𝟎    ,    S𝟑 = 𝟒     𝐙 = 𝟏𝟎    
 الشكل القياسي:-2

𝑆/𝐶 {
 X1 + 2X2 + 𝑅1 = 50                           
  X1 −  S2 + 𝑅2       = 20                    

 X2 + S3 = 20                  
 

𝑅1, 𝑅2 ≥ 0                 X1, X2 ≥ 0    S2, S3 ≥ 0 

bi S3 S2 𝑅1 S1 X2 X1 م/ق 

3 0 0 3

2
+𝑀 −

3

2
 5

2
 0 Z 

1 0 0 1

2
 −

1

2
 1

2
 1 X1 

2 0 1 −
1

2
 

1

2
 5

2
 0 s2 

4 1 0 0 0 1 0 S3 

bi S3 S2 𝑅1 S1 X2 X1 م/ق 

9 0 3 𝑀 0 10 0 Z 

3 0 1 0 0 3 1 
 

X1 

4 0 2 1- 1 5 0 S1 

4 1 0 0 0 1 0 S3 
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  دالة الهدف هي:   

MIN 𝑍2 = 5X1 + 7X2 + 0S2 + 0S3 +M𝑅1 +𝑀𝑅2 

 تبسيط المعادلة نحصل على:بعد 

MIN 𝑍2 + (2𝑀 − 5)X
1
+ (2𝑀 − 7)X2 − 𝑀S2 = 70𝑀 

 جدول الحل الابتدائي هو:
 
 
 
 
 
 
 
 

 ، وجدول الحل الثاني هو:𝑅2والذي سيخرج منها هو ، X1لذي سيدخل إلى القاعدة هو االمتغير 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 هو: لثوجدول الحل الثا، 𝑅1والذي سيخرج منها هو ، X2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
 
 

bi S3 𝑅2 𝑅1 S2 X2 X1 م/ق 

70𝑀 0 0 0 -𝑀 2𝑀 − 7 2𝑀 − 5 Z 

50 0 0 1 0 2 1 𝑅1 

20 0 1 0 −1 0 1 𝑅2 

20 1 0 0 0 1 0 S3 

bi S3 𝑅2 𝑅1 S2 X2 X1 م/ق 

−30𝑀 − 100 0 +2𝑀
− 5 0 

−𝑀
+ 5 

2𝑀
− 7 0 Z 

30 0 0 1 0 2 0 
 
R1 

20 0 1 0 −1 0 1 X1 

20 1 0 0 0 1 0 S3 
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 أمثل: أو صفرية وهذا يعني أن الحل سالبةنلاحظ من الجدول أن كل معاملات دالة الهدف 

𝐗𝟏 = 𝟐𝟎    ,    𝐗𝟐 = 𝟏𝟓    , 𝐒𝟐 = 𝟒𝟓    ,    𝐒𝟑 = 𝟎 , 𝐙 = 𝟐𝟎𝟓  .  

 التمرين الثاني: 
 .المرحلتينأوجد الحل الأمثل للبرنامجين التاليين باستخدام طريقة 

 
MAX 𝑍1 = 2X1 − 4X2 + X3 

𝑆/𝐶 {
2X1 − 2X2 + X3 ≤ 8                        
 X1 + 2X2 − 3X3 ≥ 6                       

                                         
 

X1 ≥ 0   ,   X2  ≥ 0  ,  X3 ≥ 0    

MIN 𝑍2 = 3X1 + 8X2 

𝑆/𝐶 {
  X1 + 4X2 ≥ 7/2                
  X1 + 2X2 ≥ 5/2                 

                           

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 
    الحل:

 المرحلة الأولى:-1

  :الشكل القياسي-

2X1 − 2X2 + X3 + S1 = 8                        
 X1 + 2X2 − 3X3 − S2 + 𝑅2 = 6              

      
 

                       𝑅2 ≥ 0                 X1, X2 ≥ 0    S1, S2 ≥ 0               

bi S3 𝑅2 𝑅1 S2 X2 X1 م/ق 

205 0 
3

2
− 𝑀 

7

2
− 𝑀 

−
3

2
 0 0 Z 

15 0 −
1

2
 

1

2
 

1

2
 1 0 

 
X2 

20 0 1 0 −1 0 1 X1 

45 1 1

2
 −

1

2
 −

1

2
 0 0 S2 
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 :هي المؤقتةدف الهدالة -

MAX →  𝛤 = −𝑅2  

𝛤−X1 − 2X2 + 3X3 + S2 = −6 

 كما يلي:يكون   جدول الحل الابتدائي -
 
 

 
 
 
 
 

 هو: ني، وجدول الحل الثا𝑅2والذي سيخرج منها هو ، X2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 

    
 
 
 
 
 

 
خرج من قاعدة الحل،   𝑅3، كما أن المتغير الاصطناعي موجبةنلاحظ أن كافة معاملات دالة الهدف صفرية أو 

تساوي صفر وهذا يعني الوصول إلى الحل الأمثل للمرحلة الأولى، مما يسمح بالانتقال إلى  Γودالة الهدف المؤقتة 
 المرحلة الثانية. 

 المرحلة الثانية:-
 .غيرات الاصطناعية المت مع استبعادنستبدل معاملات دالة الهدف المؤقتة بمعاملات دالة الهدف الأصلية، -

  

bi 𝑅2 S1 S2 X3 X2 X1 م/ق 

-6 0 0 1 3 -2 -1 𝛤 

8 0 1 0 1 -2 2 S1 

6 1 0 -1 -3 2 1 𝑅2 

bi 𝑅2 S1 S2 X3 X2 X1 م/ق 

0 1 0 0 0 0 0 𝛤 

14 1 1 1- −2 0 3 S1 

3 1

2
 0 −

1

2
 −

3

2
 1 1

2
 X2 
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والذي ، X1المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو مل سالب في سطر دالة الهدف، إذن االحل غير أمثل لبقاء مع
 هو: الأمثل، وجدول الحل S1سيخرج منها هو 

 
 

 
 
 
 
 

موجبة أو صفرية ومنه نكون  Zيتضح من النتائج النهائية الواردة في الجدول بأن جميع معاملات دالة الهدف  
X1:  قد توصلنا إلى الحل الأمثل للبرنامج حيث =

14

3
  ،X2 =

2

3
 ،، S𝟐 = 𝟎   ،  S𝟏 = 𝟎 Z =

20

3
. 

 المرحلة الأولى:-2

  :الشكل القياسي-

X1 + 4X2 − S1 + 𝑅1 = 7/2                      
 X1 + 2X2 − S2 + 𝑅2 = 5/2                      

                                         

 

            𝑅2 ≥ 0  , 𝑅1                X1, X2 ≥ 0      S1, S2 ≥ 0               

 

bi S1 S2 X3 X2 X1 م/ق 

12- 0 2 5 0 4- 𝑍 

14 1 1- −2 0 3 S1 

3 0 −
1

2
 −

3

2
 1 1

2
 X2 

bi S1 S2 X3 X2 X1 م/ق 

20

3
 

4

3
 

2

3
 

7

3
 0 0 𝑍 

14

3
 

1

3
 −

1

3
 −

2

3
 0 1 X1 

2

3
 −

1

6
 −

1

3
 −

7

6
 1 0 X2 
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 :المؤقتة هيدف الهدالة -
MIN →  𝛤 = 𝑅1 + 𝑅2  

𝛤+2X1 + 6X2 −  S1 − S2 = 6 

 كما يلي:يكون   جدول الحل الابتدائي -
 

 
 
 
 
 

 هو: ني، وجدول الحل الثا𝑅1والذي سيخرج منها هو ، X2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
 

    
 
 
 
 
 
 

  هو: لث، وجدول الحل الثا𝑅1والذي سيخرج منها هو ، X1المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
 
 
 
 
 
 
 
 

bi 𝑅2 𝑅1 S2 S1 X2 X1 م/ق 

6 0 0 −1 −1 6 2 𝛤 

7/2 0 1 0 −1 4 1 𝑅1 

5/2 1 0 -1 0 2 1 𝑅2 

bi 𝑅2 𝑅1 S2 S1 X2 X1 م/ق 

3

4
 0 −

3

2
 −1 

1

2
 0 1

2
 𝛤 

7

8
 0 1

4
 0 −

1

4
 1 1

4
 X2 

3

4
 1 −

1

2
 -1 1

2
 0 1

2
 𝑅2 

bi 𝑅2 𝑅1 S2 S1 X2 X1 م/ق 

0 −1 −1 0 0 0 0 𝛤 

1

2
 −

1

2
 1

2
 

1

2
 −

1

2
 1 0 X2 

3

2
 2 −1 2- 1 0 1 X1 
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تساوي صفر وهذا يعني الوصول  Γ، ودالة الهدف المؤقتة سالبةنلاحظ أن كافة معاملات دالة الهدف صفرية أو 
 .إلى الحل الأمثل للمرحلة الأولى، مما يسمح بالانتقال إلى المرحلة الثانية

 المرحلة الثانية:-
 .غيرات الاصطناعية المت مع استبعادنستبدل معاملات دالة الهدف المؤقتة بمعاملات دالة الهدف الأصلية، -

  
 
 

 
 
 
 
 

أو صفرية ومنه نكون  سالبة Zيتضح من النتائج النهائية الواردة في الجدول بأن جميع معاملات دالة الهدف  
X1قد توصلنا إلى الحل الأمثل للبرنامج حيث:   =
3

2
  ،X2 =

1

2
 ،، S𝟐 = 𝟎   ،  S𝟏 = 𝟎 Z =

68

8
. 

    
 تمارين للحل:

 التمرين الأول: 
 والمرحلتين. BIG M تيأوجد الحل الأمثل للبرنامجين التاليين باستخدام طريق

 
MAX 𝑍1 = 60X1 + 60X2 + 90X3 + 90X4 

 

𝑠/𝑐 {

X1 + X2 + X3 + X4 ≤ 15 

3X1 + 5X2 + 10X3 + 15 X4 ≤ 1

−7X1 − 5X2 − 3X3 − 2X4 ≥ −1

 

 
X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0,   X3 ≥ 0,   X4 ≥ 0 

MIN 𝑍2 = 30X1 + 20X2 + 30X3 

𝑠/𝑐 {

6X1 + 3X2 − X3 ≥ 20
 2X1 − 3X2 + X3  ≥ 15
15 X1 + 12X2 + 3X3 ≥ 6

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0,   X3 ≥ 0 
 

 
 
 

bi S1 S2 X2 X1 م/ق 

68

8
 −2 −1 0 0 𝑍 

1

2
 

1

2
 −

1

2
 1 0 X2 

3

2
 −2 1 0 1 X1 
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 التمرين الثاني:
 السمبلكس.ة أوجد الحل الأمثل للبرنامجين التاليين باستخدام طريق

  

MAX 𝑍1 = 3X1 + 2X2 − 3X3 
 

 𝑆/𝐶 {
2X1 + X2 − X3 ≤ 4          
X1 − X2 + X3 ≥ 5           
  2X1 + 3X2 + 3X3 = 6       

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≤ 0,   X3∀ 

MAX 𝑍2 = 10X1 + 20X2 

𝑆/𝐶 {
  8X1 + 10X2 ≤ 112                 
  4X1 + 3X2  ≥ 24                 

                          

 

X1∀   ,   X2 ≥ 0 
 

   التمرين الثالث:

 باستخدام طريقة السمبلكس بين أن النماذج التالية عبارة عن حالات خاصة.

MIN 𝑍1 = 2X1 + 3X2 

𝑆/𝐶 {
  5/2X1 + 2X2 ≤ 5               
  5X1 + 4X2  ≥ 20                

                          

 

X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0 
 

MAX 𝑍2 = 5X1 − 2X2 + 3X3 
 

𝑆/𝐶 {

2X1 + 2X2 − X3 ≥ 2                       

3X1 − 4X2 ≤ 3                        
           X2 + 3X3 ≤ 5                           

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0,   X3  ≥ 0 
 

MAX 𝑍3 = 2.5X1 + 2X2 
 

𝑆/𝐶 {
3X1 + 5X2 ≤ 15                       
5X1 + 2X2 ≤ 10                        

                                      

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0. 

  
MAX 𝑍4 = X1 + 2X2 

 

𝑆/𝐶 {
−2X1 + 3X2 ≤ 9                       
X1 − 2X2 ≤ 2                        

                                      

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 
 

  
 
 

 
 
 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
:لثالمحور الثا  

 الثنائية )النموذج المقابل(
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:الثنائية.لثالمحور الثا  

:تمهيد  

على ء نقلة نوعية في تطور بحوث العمليات لما له من أهمية سواالمقابل( يعتبر البرنامج الثنائي)
 ،فكرته على أساس أن لكل مسألة )نموذج( برمجة خطية مسألة ثنائية ترتبط  تقومالتطبيقيالصعيد النظري أو 

 ،هما يمكننا من احدإبمعنى أن حل لأخرى، من معرفة حل المسألة اهما يمكن احدإبحيث أن حل معها
في الوصول إلى الحل الأمثل الثنائي هذا ويساعد حل البرنامج البرمجة الخطية، الحصول على حلول لمسألتي 

 العملياتالثنائي، فحجم من عدد قيود البرنامج كل أسرع عندما يكون عدد قيود البرنامج الأولي أكبر بش
 . عد المتغيراتالحسابية في البرمجة الخطية يتوقف على عدد القيود أكثر من اعتماده على 

 :38يمكن ذكرها فيما يلي :فوائد تحويل النموذج الأولي إلى النموذج الثنائي :أولا

لسمبلكس الجداول  سابيالحصول على نموذج يحتوي على عدد أقل من القيود، وبذلك سوف يختصر العمل الح-أ
 الحل للنموذج ولي أوذج الأوالوصول إلى الحل الأمثل، والحصول على نفس الحل الأمثل سواءا كان الحل للنمو 

 الثنائي.

سالبة  ات كمياتادر ذأي عندما تكون المصللتخلص من الإشارة السالبة في الجانب الأيمن )إن وجدت( -ب
 وهو أهم ما يمكن الحصول عليه في حالة التحويل إلى النموذج الثنائي.

 شكلة بالصيغةيم أي الملتعظلغرض التعرف على أبعاد المشكلة الثنائية، فإذا كان النموذج الأولي بصيغة ا-ج
كلة فوي لنفس المشنب الكلللجا يغة التصغير وتمثيلهالربحية، فبإمكاننا التعرف على النموذج الثنائي ويكون بص

 المعبر عنها بالصيغة الأولية.

جراء إتصرة في حالة طريقة مخول بيساعد حل النموذج المقابل على إجراء تحليل ما بعد الأمثلية والتوصل إلى حل-د
  ة.لمشكللفي تلك المشكلة أو إضافة قيود جديدة  تغييرات في معاملات المتغيرات الأساسية

  تساعد الإدارة في معرفة قيمة البدائل الأخرى للقرار.-ه

                                                           
  .76، ص 2010، مكتبة الذاكرة ، العراق، ، بحوث العمليات مفهوما وتطبيقاحامد سعد نور الشمرتي -38
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: تتلخص عملية تحويل النموذج الأولي إلى النموذج المقابل وبالعكس في عدد من ثانيا:صياغة النموذج المقابل
 :39الخطوات التي يمكن إدراجها بالشكل الآتي

قابل تقليل وذج الم النمفيالمشكلة في النموذج الأولي تعظيم الأرباح، فيصبح هدف المشكلة إذا كان هدف -أ
 التكاليف والعكس بالعكس.

 عكس صحيح.ابل والالمق معاملات دالة الهدف في النموذج الأولي ستكون قيمة الطرف الأيمن في النموذج-ب

أن  ، بمعنىة صفوفاالصفوف أعمدة والأعمدفي قيود المشكلة بحيث تصبح تحويل معاملات المتغيرات  -ج
 قابل.في النموذج الأولي تتغير إلى معاملات الصف في النموذج الم  jمعاملات العمود 

 تحويل اتجاه المتاجحات من أصغر أو يساوي إلى أكبر أو يساوي والعكس صحيح. -د

 في النموذج المقابل.  yفي النموذج الأولي إلى متغيرات   X استبدال جميع المتغيرات المشار إليها بالمتغيرات -ه

 ا كانت المشكلةكس، فإذو العلا بد من مراعاة بعض الجوانب عند تحويل النموذج الأولي إلى مقابل أ ملاحظة:
ا تكون ي، بينميساو  تهدف إلى تعظيم الربح فيجب أن تكون جميع المتاجحات باتجاه واحد وهو أصغر أو

جدت بعض ا إذا و يف، أمفي شكل أكبر أو يساوي في حالة كون المشكلة تهدف إلى تقليل التكالالمتاجحات 
 (.1-)ضربها فيذلك بالمتاجحات مخالفة لما ذكر أعلاه ، فلا بد من تحويلها إلى الاتجاه المطلوب و 

 ولي:يمكن تصنيف البرنامج المقابل إلى مجموعتين حسب الشكل العام للبرنامج الأ    

 :نائية الصيغ القانونيةث-أ
  إذا كان البرنامج الأولي في صيغته القانونية التالية: 

MAX (𝑍) =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗    ≤   𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

𝑥𝑗 ≥ 0  , 𝑏𝑖 ≥ 0  
 

                                                           
ص ص ، 2007، دار المناهج، الأردن،بحوث العمليات تطبيقات على الحاسوبالصفار، مجدة عبد اللطيف التميمي،  إسماعيلأحمد عبد -39

264-265. 
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 فإن برنامجه الثنائي يكون كالتالي:

MIN (𝑊) =∑𝑏𝑖  𝑦𝑖

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖    ≥   𝑐𝑗

𝑚

𝑖=1

   ;   𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

𝑦𝑖 ≥ 0  , 𝑐𝑗 ≥ 0  
 :1مثال

 ليكن لدينا البرنامج الأولي التالي:
 

MAX 𝑍 = 30X1 + 60X2 + 90X3 
 

𝑆/𝐶 {
10X1 + 6X2 +3X3 ≤ 100                       
X1 + 3X2+6X3 ≤ 200                        

                                      

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0,   X3 ≥ 0. 
 يلي: الشكل الثنائي كمايكون 

MIN 𝑊 = 100Y1 + 200Y2 

𝑆/𝐶 {

10Y1 + Y2 ≥ 30                        
 6Y1 + 3Y2  ≥ 60                        

   3Y1 + 6Y2 ≥ 90                         
 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0 

مج  البرنافي وعدد القيود ،وليالأنلاحظ أن عدد المتغيرات في البرنامج الثنائي يساوي عدد القيود في البرنامج 
 .الأولي يساوي عدد المتغيرات في البرنامج الثنائي

 :2مثال
 ليكن لدينا البرنامج الأولي التالي:

MIN 𝑍 = 3X1 + 10X2 

𝑆/𝐶 {
  15X1 + 2X2 ≥ 10               
  7X1 + 5X2  ≥ 20                

                          

 

X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0 
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 يلي: كمايكون الشكل الثنائي  
MAX 𝑊 = 10Y1 + 20Y2 

𝑆/𝐶 {
15Y1 + 7Y2 ≤ 3                        
 2Y1 + 5Y2  ≤ 10                        

                            

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0 

 :ختلطةثنائية الصيغ الم-ب

 التالية:   الصيغةإذا كان البرنامج الأولي في  -1
 

𝑂𝑃𝑇 (𝑍) =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗  =   𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

𝑥𝑗 ≥ 0  , 𝑏𝑖 ≥ 0  
 

 40في هذه الحالة فإنه يتم إيجاد البرنامج الثنائي وفق القواعد التالية:

دالة  إلىمتاجحتين متعاكستي الاتجاه، ثم ننظر بعد ذلك  إلىيلزم تحويل القيد الفني في شكل معادلة  -
، أما تحويل كل القيود الفنية الناتجة إلى أكبر أو يساويفإنه يجب  MINالهدف فإذا كانت في شكل 

أو  أصغرفإنه يجب تحويل كل القيود الفنية الناتجة إلى  MAXإذا كانت دالة الهدف في شكل 
 .يساوي

ار د العامة المشالقواع تباعبإبعد هذا التحويل نقوم بتكوين النموذج الثنائي للنموذج الأولي السابق  -
 إليها سابقا. 

 
 

                                                           
  .119-118مكيد علي، مرجع سبق ذكره، ص ص -40
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 ثال:م
 ليكن لدينا البرنامج الأولي التالي:

MAX 𝑍 = 4X1 + 5X2 + 9X3 
 

𝑆/𝐶 {
X1 + X2+2X3 = 16                       
7X1 + 5X2+3X3 = 25                       

                                      

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0,   X3 ≥ 0. 
 بحسب القواعد السابقة فإن البرنامج يصبح:

MAX 𝑍 = 4X1 + 5X2 + 9X3 
 

𝑠/𝑐 {

X1 + X2 + 2X3 ≤ 16

X1 + X2 + 2X3 ≥ 16

7X1 + 5X2 + 3X3 ≤ 25

7X1 + 5X2 + 3X3 ≥ 25

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0,   X3 ≥ 0. 

فنحصل على النموذج  MAXنقوم بتحويل جميع القيود إلى الشكل أقل أو يساوي لأن دالة الهدف من نوع  
 التالي:

MAX 𝑍 = 4X1 + 5X2 + 9X3 
 

𝑠/𝑐 {

X1 + X2 + 2X3 ≤ 16

−X1 − X2 − 2X3 ≤ −16

7X1 + 5X2 + 3X3 ≤ 25

−7X1 − 5X2 − 3X3 ≤ −25

 

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0,   X3 ≥ 0. 

𝑌1وهي:  4لذلك فإن عدد المتغيرات في البرنامج الثنائي سيكون  4عدد القيود 
′ ،𝑌1

′′،𝑌2 
′،  𝑌2

 والنموذج هو:′′
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MIN 𝑊 = 16𝑌1
′
− 16𝑌1

′′ +25𝑌2 
′ −25𝑌2

′′ 

𝑆/𝐶

{
 

 𝑌1
′
− 𝑌1

′′
+ 7𝑌2 

′ −7𝑌2
′′ ≥ 4                        

 𝑌1
′
− 𝑌1

′′
+ 5𝑌2 

′ −5𝑌2
′′ ≥ 5                  

   2𝑌1
′
− 2𝑌1

′′
+ 3𝑌2 

′ −3𝑌2
′′ ≥ 9                     

 

𝑌1
′ ≥ 0  ,   𝑌1

′′ ≥ 0,   𝑌2 
′ ≥ 0,   𝑌2

′′ ≥ 0 
 

 يمكن كتابة النموذج الثنائي بالشكل التالي:
MIN 𝑊 = 16(𝑌

1
′
−𝑌1

′′)+25(𝑌2 
′
−𝑌2

′′) 

𝑆/𝐶

{
 
 

 
 (𝑌1

′
− 𝑌1

′′
) + 7(𝑌2 

′ −𝑌2
′′) ≥ 4                        

( 𝑌1
′
− 𝑌1

′′
) + 5(𝑌

2 
′
−𝑌2

′′) ≥ 5                  

   2(𝑌
1
′
− 𝑌1

′′
) + 3(𝑌2 

′ −𝑌2
′′) ≥ 9                     

 

𝑌1
′ ≥ 0  ,   𝑌1

′′ ≥ 0,   𝑌2 
′ ≥ 0,   𝑌2

′′ ≥ 0 
 وبجعل :

 Y1 = 𝑌1
′
− 𝑌1

Y2 و ′′ = 𝑌2 
′ −𝑌2

، لاعتمادها على متغيرينغير مقيدة الإشارة وذلك  Y2و  Y1علما بأن   ′′
 يصبح النموذج كالآتي:

MIN 𝑊 = 16Y1+25Y2 

𝑆/𝐶 {

Y1 + 7Y2 ≥ 4                        
Y1 + 5Y2 ≥ 5                  

   2Y1 + 3Y2 ≥ 9                     
 

Y1 ∀  ,   Y2 ∀ 
 إذا كان البرنامج الأولي في الصيغة التالية:   -2

𝑂𝑃𝑇 (𝑍) =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗  (≥ , ≤)  𝑏𝑖  

𝑛

𝑗=1

   ;   𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

𝑥𝑗  ∀ 𝑏𝑖 ≥ 0 ,  
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ئي النموذج الثناو لسابقة الة افي هذه الحالة تكون المتغيرات حرة، وهذا الشكل من النماذج الخطية هو عكس الح
 المناسب له يكون كما يلي:

OPT (𝑊) =∑𝑏𝑖  𝑦𝑖

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖  =   𝑐𝑗

𝑚

𝑖=1

   ;   𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

𝑦𝑖 ≥ 0  , 𝑐𝑗 ≥ 0  
 

 القيد المقابل له في البرنامج الثنائي يكون على شكل معادلة. في النموذج الأولي حرا فإن  X𝑗أي إذا كان أي متغير 

 مثال:

 التالي: البرنامج الأولي ليكن لدينا

MAX 𝑍 = X1 + X2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + X2 ≤ 3                       
X1 + 2X2 ≤ 8                        
−5X1 + X2 ≤ 5                         

 

X1 ∀,   X2 ∀. 

 يلي: يكون الشكل الثنائي كما
MIN 𝑊 = 3Y1 + 8Y2 + 5Y3 

𝑆/𝐶 {
3Y1 + Y2−5Y3 = 1                        

                        
   Y1 + 2Y2+ Y3 = 1                        

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0 

 والثنائيثالثا:العلاقة بين النموذج الأولي 

كما أشرنا سابقا فإن لكل مسألة أولية مسألة مقابلة، لذلك يجب أن تكون جميع العلاقات بينهما متناظرة،        
لأن المقابل لهذه المسألة المقابلة هي المسألة الأولية، ونتيجة لذلك فإن هناك تناظر مباشر بين حلولهما، فإذا كان 

ك حلا أساسيا ممكنا للنموذج المقابل، وإذا كان لأي من هناك حلا أساسيا ممكنا للنموذج الأولي فإن هنا
 النموذجين حلا أساسيا فإن لهما حلا أمثلا.
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 : 41يمكن التعبير عن العلاقة بين النموذج الأولي والثنائي في جدول الحل الأمثل كما يلي   

 للبرنامج الأولي الهدف طر دالة س في تظهر الفجوة أو المتغيرات الاصطناعية التي لمتغيرات المقابلة القيم
 المطلقة؛ وبالقيمة التتيب وجه على للنموذج الثنائي الرئيسية المتغيرات قيم تساوي

 طر دالة الهدف للبرنامج الثنائي س في تظهر الفجوة أو المتغيرات الاصطناعية التي لمتغيرات المقابلة القيم
 لمطلقة؛ا وبالقيمة التتيب على وجه الرئيسية للنموذج الأولي المتغيرات قيم تساوي

 غيرات م المقابلة لمتوي القي، تساقيم المتغيرات الحقيقية في البرنامج الأولي والتي تظهر في عمود الثوابت
ية ات الحقيقوقيم المتغير  مثل،الفجوة للبرنامج الثنائي والتي تظهر في سطر دالة الهدف في جدول الحل الأ

لأولي افجوة للبرنامج يرات اللمتغ  عمود الثوابت، تساوي القيم المقابلةفي البرنامج الثنائي والتي تظهر في
 والتي تظهر في سطر دالة الهدف في جدول الحل الأمثل )بالقيمة المطلقة(.

 المطلقة. قيمتها تأخذ الحالتين كلا وفي متساوية، تكون للبرنامجين الأمثل الحل في الاقتصادية الدالة قيمة 

 :ليكن لدينا البرنامج الخطي التالي مثال:
 

MIN 𝑍 = 6X1 + 5X2 

𝑆/𝐶 {
  2X1 + X2 ≥ 5              
  3X1 + 4X2  ≥ 9                

                          

 

X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0 

 المطلوب:

 أوجد جدول الحل الأمثل. -1
 أوجد البرنامج الثنائي ثم أوجد جدول الحل الأمثل الخاص به. -2
 في البرنامجين، ماذا تستنتج؟قارن نتائج الحل  -3

 
 

                                                           
  .84-83راتول محمد، مرجع سبق ذكره، ص ص  - 41
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 الحل:
 لي:لابتدائي التاال الحل ى جدو بعد تحويل البرنامج إلى شكله القياسي وإضافة المتغيرات الاصطناعية نحصل عل-1
 
 
 
 
 
 
 

  هو: ني، وجدول الحل الثا𝑅2والذي سيخرج منها هو ، X2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ، وجدول الحل الثالث هو:𝑅1والذي سيخرج منها هو ، X1المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
 
 
 
 
 
 
 
 

bi 𝑅2 𝑅1 S2 S1 X2 X1 م/ق 

14 𝑀 0 0 −𝑀 −𝑀 −5 + 5𝑀 −6 + 5𝑀 𝑍 

5 0 1 0 −1 1 2 𝑅1 

9 1 0 -1 0 4 3 𝑅2 

bi 𝑅2 𝑅1 S2 S1 X2 X1 م/ق 

45

4
+
11𝑀

4
 

5

4
−
5𝑀

4
 0 −

5

4
+
𝑀

4
 −𝑀 0 −

9

4
+
5𝑀

4
 𝑍 

11

4
 −

1

4
 1 1

4
 −1 0 5

4
 𝑅1 

9

4
 1

4
 0 −

1

4
 0 1 3

4
 X2 

bi 𝑅2 𝑅1 S2 S1 X2 X1 م/ق 

16.2 
4

5
−𝑀 

9

5
−𝑀 −

4

5
 −

9

4
 0 0 𝑍 

11

5
 −

1

5
 4

5
 

1

5
 −

4

5
 0 1 X1 

3

5
 2

5
 −

3

5
 −

2

5
 

3

5
 1 0 X2 
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X1  انتهت كل المعاملات الموجبة في سطر دالة الهدف إذن الحل أمثل حيث: =
11

5
  ،X2 =

3

5
  ،Z =

16.2. 
9تساوي على التوالي  𝑅2 و 𝑅1نلاحظ أن معاملات المتغيرات الاصطناعية     

5
4 و 

5
 (𝑀–مع الاستغناء على  ) 

للبرنامج الثنائي، بمعنى قيم متغيرات الحل الأمثل ويمكن التأكد من ذلك من  Y2و  Y1وهما يمثلان قيمة المتغيرين 
 جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي.

 الثنائي هو:البرنامج -2

MAX 𝑊 = 5Y1 + 9Y2 

𝑆/𝐶 {
2Y1 + 3Y2 ≤ 6                        

                        
   Y1 + 4Y2 ≤ 5                        

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0. 

 بعد تحويل البرنامج إلى شكله القياسي نحصل على جدول الحل الابتدائي التالي:

 
 
 
 
 
 

  هو: ني، وجدول الحل الثاS2والذي سيخرج منها هو ، Y2المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
  

 
 
 
 
 
 
 

bi S2 S1 Y2 Y1 م/ق 

0 0 0 -9 -5 𝑊 

6 0 1 3 2 S1 

3 1 0 4 1 S2 

bi S2 S1 Y2 Y1 م/ق 

45

4
 

9

4
 0 0 −

11

4
 𝑊 

9

4
 −

3

4
 1 0 5

4
 S1 

5

4
 1

4
 0 1 1

4
 Y2 
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  ، وجدول الحل الثالث هو:S1والذي سيخرج منها هو ، Y1المتغير الذي سيدخل إلى القاعدة هو 
 
 
 
 
 
 
 
 

Y1 انتهت كل المعاملات السالبة في سطر دالة الهدف إذن الحل أمثل حيث: =
9

5
 ،Y2 =
4

5
، 

𝑊= 16.2. 

 المقارنة والاستنتاج:-3

X1من جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي وجدنا أن       =
11

5
في  في سطر دالة الهدف 𝑆1وهي تقابل قيمة  

X2جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي، كما أن  =
11

5
في جدول  في سطر دالة الهدف S2وهي تقابل قيمة  

 الحل الأمثل للبرنامج الثنائي.

9تقابلها القيمة  𝑅1الأولي نجد أن في جدول الحل الأمثل للبرنامج  سطر دالة الهدفوإذا ما نظرنا إلى      

5
وهي  

4فتقابلها القيمة  𝑅2في البرنامج الثنائي، أما  𝑌1قيمة 

5
، يتم هذا التقابل على في البرنامج الثنائي  𝑌2وهي قيمة  

يعطي مباشرة  في سطر دالة الهدف S2و  𝑆1وجه التتيب مع إهمال الإشارة السالبة، نلاحظ كذلك أن معامل 
مع إهمال الإشارة السالبة، وهي نفس النتيجة التي تحصلنا عليها في جدول الحل  في البرنامج الثنائي Y2و Y1قيمة 

 .الأمثل للبرنامج الثنائي

الحل جدول نائي، و برنامج الثومنه نستنتج أن جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي يتضمن الحل الأمثل لل     
 الأمثل للبرنامج الثنائي يتضمن الحل الأمثل للبرنامج الأولي.

 

bi S2 S1 Y2 Y1 م/ق 

16.2 
3

5
 

11

5
 0 0 𝑊 

9

5
 −

3

5
 

4

5
 0 1 Y1 

4

5
 3

20
 −

1

5
 1 0 Y2 
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 رابعا: التفسير الاقتصادي للبرنامج الثنائي:

 المصادر وجعل القيود تغيير إليه تذهب ما معنى أي ،الثنائي النموذج عليه ينطوي ما الفقرة هذه في سنورد
 عن الثنائي النموذج في بديل متغير قيد لكل تخصيص وتفسير الهدف، دالة لمتغيرات معاملات الأيمن الجانب في

 42:الآتي المثال سرد طريق

  مثال:

 إنتاجية هي المواد عناصر ثلاثة باستخدام X2و X1هي  المنتجات من نوعين الشركات إحدى تنتج
 X1 من كل من الواحدة الوحدة تحتاجه ما الموارد، هذه من المتاح الآتي الجدول والعمل، ويوضح والطاقة الأولية

  منها. كل وربح الموارد هذه من X2و

 الموارد المتاحة المنتجات المنتج          
X1 X2 

 16 4 2 مواد أولية
 20 2 6 طاقة
 24 6 8 عمل

  6 4 ربح الوحدة الواحدة
 المطلوب:

 المسألة.إيجاد البرنامج الخطي لهذه -1
 إيجاد البرنامج الثنائي وتفسيره اقتصاديا.-2

 الحل:
 البرنامج الأولي يعطى بالشكل التالي: -1

MAX 𝑍 = 4X1 + 6X2  
 

 𝑆/𝐶

{
 
 

 
 2X1 + 4X2 ≤     قيد المواد الأولية                    16
6X1 + 2X2 ≤    قيد الطاقة                         20
8X1 + 6X2 ≤    قيد العمل                       24

  

 
X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0   

                                                           
 . 89-87 ص ، صبق ذكرهحامد سعد نور الشمرتي، مرجع س -  42

 عناصر الإنتاج
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  بالإضافة إلى المثلى التي تجعل قيمة الربح أكبر ما يمكن 𝑍قيم و  X2و X1حل النموذج الأولي يعطينا قيم      
 للإنتاجوالكلفة الكلية  X2و X1، لكنه لا يحدد كلفة الوحدة الواحدة من وحدات غير المستغلة من المواد الأوليةال

    لذلك يتم استخراج البرنامج الثنائي.

 البرنامج الثنائي يكون بالشكل التالي: -2

MIN 𝑊 = 16Y1 + 20Y2 + 24Y3 

𝑆/𝐶 {
2Y1 + 6Y2+8Y3 ≥ 4                        

                        
   4Y1 + 2Y2+ 6Y3 ≥ 6                        

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0 

 حيث:

Y1  :الأولية. المواد من الواحدة الوحدة سعر 
Y2الطاقة. من الواحدة الوحدة : سعر 
Y3العمل. من الواحدة الوحدة : سعر 

 يمكن تفسير معاملات دالة الهدف كما يلي:
16Y1  :الأولية  المواد كمية في الأولية المواد من الواحدة الوحدة سعر ضرب حاصل )أي الأولية المواد كلفة

 المتوفرة(.

20Y2  :المتوفرة(. الطاقة كمية في الطاقة من الواحدة الوحدة سعر ضرب حاصل )أيالطاقة  كلفة 

24Y1  :المتوفرة(. العمالة كمية في العمل من الواحدة الوحدة سعر ضرب حاصل )أي العمل كلفة 

 الهدف دالة  الإنتاجية للعملية لفةك اقل تحقيق إلى نسعى ولهذا، الكلية الكلفة يمثل الثلاثة الحدود لهذه والمجموع
 لي. ، مع تحقيق الأرباح التي حددت وفق النموذج الأو تدنئة نوع من المقابل للنموذج

 :الثنائي النموذج لقيود الاقتصادي التفسير أما
 :الأول القيد
 2Y1: المنتوج من الواحدة الوحدة لتصنيع اللازمة الأولية المواد كلفة تمثل  X1. 
6Y1   :المنتوج من الواحدة الوحدة لتصنيع اللازمة الطاقة كلفة تمثل X1. 
 8Y1  :المنتوج من الواحدة الوحدة لتصنيع اللازمة العمل كلفة تمثل X1. 
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 هوإذن القيد الأول ، X1  المنتوج من واحدة وحدة لتصنيع اللازمة الكلية الكلفة يمثل الثلاثة الحدود لهذه والمجموع
أو بالحد  تساوي أن يجب X1  من واحدة وحدة لتصنيع الكلية الكلفة حيث أن،  X1 من واحدة وحدة إنتاج كلفة

 .4ومقداره  X1 المنتوج من الواحدة الوحدة ربحالأدنى ل
 :الثاني القيد
 4Y1: المنتوج من الواحدة الوحدة لتصنيع اللازمة الأولية المواد كلفة تمثل  X2. 
2Y1   :المنتوج من الواحدة الوحدة لتصنيع اللازمة الطاقة كلفة تمثل X2. 
 6Y1  :المنتوج من الواحدة الوحدة لتصنيع اللازمة العمل كلفة تمثل X2. 
 هوإذن القيد الثاني ، X2  المنتوج من واحدة وحدة لتصنيع اللازمة الكلية الكلفة يمثل الثلاثة الحدود لهذه المجموع
أو بالحد  تساوي أن يجب X2  من واحدة وحدة لتصنيع الكلية الكلفة حيث أن،  X2 من واحدة وحدة إنتاج كلفة

 .6ومقداره  X2 المنتوج من الواحدة الوحدة ربحالأدنى ل
 طريقة السمبلكس المقابلة: خامسا:

لضمان الحصول على حل أمثل لنموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس يجب أن يكون الجانب      
 كماصول على الحل الأمثل،  موجب، فإذا كان الجانب الأيمن سالبا فعندئذ يتعذر الحالأيمن للقيود )قيمة الموارد( 

 آخر إلى سمبلكس جدول من الانتقال وعند الاعتيادية السمبلكس بطريقة الحل ثناءأ يوه أخرى حالة توجد
 إتباع هو الحالتين فالعلاج في هاتين ، 43جميعها أو المتغيرات قيم لبعض السالبة الإشارة الأيمن الجانب في يظهر
للتخلص من شرط عدم سالبية الجانب الأيمن وعلى هذا الأساس فلا حاجة لإدخال  المقابلة السمبلكس طريقة

 44المتغيرات الاصطناعية إلى النموذج، وتتلخص طريقة السمبلكس المقابلة فيما يلي:
 .biفي عمود المتغير الخارج هو المتغير الأساسي الذي يقابل القيمة الأكثر سالبية  -1
المتغير الداخل ينتج من حاصل قسمة صف الأرباح النسبية على صف المحور وتتم القسمة على القيم  -2

 MINمن نوع السالبة فقط، ويتم اختيار أكبر قيمة لتمثل المتغير الداخل في حالة كون دالة الهدف 

 .MAXوأقل قيمة في حالة كون دالة الهدف من نوع 

 الطريقة نستعين بالمثال التالي: لتوضيح خطوات هذه     
 

                                                           
 .95، صذكره حامد سعد نور الشمرتي، مرجع سبق - 43

 .96ص ،ذكره سبق مرجع الزبيدي، خليل الشمرتي، علي نور سعد حامد - 44
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 مثال:
 افرض أن الصيغة الأولية لمشكلة البرمجة الخطية هي كالتالي:     

MAX 𝑍 = 3X1 + 2X2  
 

 𝑆/𝐶

{
 

 
X1 − 2X2 ≤ 1                       
2X1 − 2X2 ≤ 4                        

−X1 + 4X2 ≤ 0    
X1 + X2 ≤ 3    

                        
  

 

X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0 
 يلي: نحول الصيغة الأولية إلى الصيغة المقابلة كما     

MIN 𝑊 = Y1 + 4Y2 + 3Y4 

𝑆/𝐶 {
Y1 + 2Y2− Y3+ Y4 ≥ 3                        

                        
   −2Y1 − 2Y2+ 4Y3+Y4 ≥ 2                        

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0,   Y4 ≥ 0 

طرف الأيمن جعل ال اوي، وكذلكلتطبيق طريقة السمبلكس المقابلة يجب تحويل إشارة القيود إلى أصغر أو يس     
 (:1-بضرب القيدين في )سالبا 

𝑆/𝐶 {
−Y1 − 2Y2+ Y3− Y4 ≤ −3                        

                        
   2Y1 + 2Y2− 4Y3−Y4 ≤ −2                        

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0,   Y4 ≥ 0 

 وبإضافة متغيرات الفجوة نحصل على الشكل القياسي التالي:     

MIN 𝑊 − Y1 − 4Y2 − 3Y4 + 0S1 + 0S2 = 0 

𝑆/𝐶 {
−Y1 − 2Y2+ Y3− Y4+ S1 =−3                        

                        
   2Y1 + 2Y2− 4Y3−Y4+ S2 =−2                        

 

 
Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0,   Y4 ≥ 0 , S1 ≥ 0  , S2 ≥ 0 

 يلي: بوضع الشكل القياسي في جدول الحل الابتدائي نحصل على ما     
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S2من الجدول نجد أن الحل الابتدائي غير مقبول حيث أن قيم متغيرات القاعدة سالبة،       = −2 ،S1 = −3 
عن معاملات دالة ن الطرف الأيمن عبارة فإعلم ، وكما نالحل باستخدام طريقة السمبلكس المقابلة إيجادلذلك يتم 

 الهدف في النموذج الأولي، لذلك نختار المتغير الخارج على أنه المتغير الذي له أكبر قيمة بالسالب، وهو 

S1  في عمود الثوابت. 3-لأنه يقابل القيمة 

نقسم معاملات المتغيرات في دالة الهدف على القيم التي تقابلها في سطر المتغير الخارج ويتم اختيار المتغير      
 الذي يعطي أقل نسبة كمتغير داخل وتهمل القسمة على الصفر وعلى القيم الموجبة.

 المتغيرات غير الأساسية 𝑊 S1 النسبة
1 1- 1- Y1 
2 4- 2- Y2 

--- 0 1 Y3 
3 3- 1- Y4 

، وللحصول على إذن هو يمثل المتغير الداخلY1 يتضح من الجدول أن المتغير الذي له أقل نسبة هو      
على عنصر المحور الناتج من تقاطع سطر المتغير الخارج مع عمود  S1نقسم سطر الجديدة  Y1السطر معاملات 

  فينتج: 1-وهو  المتغير الداخل

3 0 1- 1 1- 2 1 Y1 

معامل المتغير الجديدة في  Y1نحصل عليها بضرب معاملات السطر فالجديدة  S2أما معاملات السطر      
 :فنحصل على القديمة 𝑆2قيم ونطرحها من  2وهو  𝑆2في السطر   Y1الداخل 

 

bi S2 S1 Y4 Y3 Y2 Y1 م/ق 

0 0 0 -3 0 -4 −1 𝑊 

−3 0 1 -1 1 -2 −1 S1 

-2 1 0 -1 -4 2 2 S2 
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2 1 −4 −1 0 1 −2
2 4 −2 2 −2 0 6
0 −3 −2 −3 2 1 −8

 
 

  Y1معامل المتغير الداخل الجديدة في  Y1الجديدة بضرب معاملات السطر  𝑊معاملات سطر ويتم الحصول على 
 :فنحصل على القديمة 𝑊قيم ونطرحها من  1-وهو  𝑊في السطر 

 
−1 −4 0 −3 0 0 0
−1 −2 1 −1 1 0 −3
0 −2 −1 −2 −1 0 3

 

 وبذلك نحصل على الجدول التالي:

 
 
 
 
 
 

لأنه المتغير ذو القيمة الأكثر سالبية  S2نلاحظ من خلال الجدول أن الحل ليس أمثلا، إذن المتغير الخارج هو 
 ول التالي:دوبإتباع الخطوات السابقة نحصل على الج ،Y3، أما المتغير الداخل فهو 8-وتساوي 

 
 
 
 
 
 
 

 أمثل: ذن الحلإفرية صنلاحظ أن جميع قيم عمود الثوابت موجبة، كما أن معاملات دالة الهدف سالبة أو 
  Y1 = 7  ،Y2 = 0 ،  Y3 = 4  ،Y4 = 0   ،𝑊 = 16.2. 

bi S2 S1 Y4 Y3 Y2 Y1 م/ق 

3 0 −1 -2 -1 -2 0 𝑊 

3 0 −1 1 -1 2 1 Y1 

-8 1 2 -3 -2 -3 0 S2 

bi S2 S1 Y4 Y3 Y2 Y1 م/ق 

7 −
1

2
 −2 −

1

2
 0 −

1

2
 0 𝑊 

7 −
1

2
 −2 5

2
 0 7

2
 1 Y1 

4 −
1

2
 -1 3

2
 1 3

2
 0 Y3 

S2: 

𝑊: 
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 تمارين محلولة:
 :أوجد البرنامج الثنائي للبرامج التالية:التمرين الأول

 
M ax 𝑧1 = 10x1 + 30x2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 ≤ 6        
6X1 + X2 ≤ 14        
3x1 + X2 ≥ 2      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 

Min 𝑧2 = 2x1 + x2 

𝑆/𝐶 {

2X1 − X2 ≥ −2        
X1 − X2 ≤ 2        
−x1 + X2 ≤ −5      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 
Min 𝑧3 = −x1 + 2X2 

𝑆/𝐶 {
−5X1 − 3X2 = 30       
X1 − X2 ≤ 2         

   
 

x1 ≥ 0   ,     x2∀ 

Max 𝑧4 = 9x1 + 2x2 + 4x3 + x4 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 5X2 + 10x3 + x4 ≥ 100   
−4X1 − X2 − x4 ≥ −50       
x1 + X2 + 7x3 + 7x4 = 20      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0         x3 ∀  ,   x4 ≥ 0 

 
 الحل:

 البرنامج الأول:
    M ax 𝑧1 = 10x1 + 30x2                                                M ax 𝑧1 = 10x1 + 30x2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 ≤ 6                           
6X1 + X2 ≤ 14                         

−3x1 − X2 ≤ −2                            
                          𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 ≤ 6        
6X1 + X2 ≤ 14        
3x1 + X2 ≥ 2      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0                                                              x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 البرنامج الثنائي هو:
MIN 𝑊1 = 6Y1 + 14Y2 − 2Y3 

𝑆/𝐶 {
3Y1 + 6Y2−3Y3 ≥ 10                        

                        
   2Y1 + Y2− Y3 ≥ 30                             

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0 
 

 نحول البرنامج الى الصيغة  القانونية
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    البرنامج الثاني:

       M in 𝑧2 = 2x1 + x2                                                M in 𝑧2 = 2x1 + x2 

𝑆/𝐶 {

2X1 − X2 ≥ −2        
−X1 + X2 ≥ −2         
x1 − X2 ≥ 5         

                                            𝑆/𝐶 {

2X1 − X2 ≥ −2        
X1 − X2 ≤ 2         
−x1 + X2 ≤ −5      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0                                                              x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 البرنامج الثنائي هو:
 

Max 𝑊2 = −2Y1 − 2Y2 + 5Y3 

𝑆/𝐶 {
2Y1 − Y2 + Y3 ≤ 2                        

                        
   −Y1 + Y2 − Y3 ≤ 1                             

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0                    
 البرنامج الثالث:

 
M in 𝑧3 = −x1 + 2x2                                                   M in 𝑧3 = −x1 + 2x2 

𝑆/𝐶 {
−5X1 − 3X2 = 30                  
−X1 + X2 ≥ −2                      

         

                                              𝑆/𝐶 { 
−5X1 − 3X2 = 30   
X1 − X2 ≤ 2   

   

 

x1 ≥ 0   ,     x2∀                                                                    x1 ≥ 0   ,     x2∀ 

 البرنامج الثنائي هو:
Max 𝑊3 = 30Y1 − 2Y2 

𝑆/𝐶 {
−5Y1 − Y2 ≤ −1                        

                        
   −3Y1 + Y2 = 2                             

 

Y1∀  ,   Y2 ≥ 0                    
 

 نحول البرنامج الى الصيغة  القانونية

 نحول البرنامج الى الصيغة  القانونية
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 :الرابعالبرنامج 

𝑀ax 𝑧4 = 9x1 + 2x2 + 4x3 + x4                  Max 𝑧4 = 9x1 + 2x2 + 4x3 + x4 

𝑠/𝑐 {

−3X1 − 5X2 − 10x3 − x4 ≤ −100 

4X1 + X2 + x4 ≤ 50               
x1 + X2 + 7x3 + 7x4 = 20      

                               𝑠/𝑐{
3X1 + 5X2 + 10x3 + x4 ≥ 100 
−4X1 − X2 − x4 ≥ −50               
x1 + X2 + 7x3 + 7x4 = 20      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0      x3 ∀  ,   x4 ≥ 0                                    x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0      x3 ∀  ,   x4 ≥ 0 

 
 لبرنامج الثنائي هو:ا

Min 𝑊4 = −100Y1 + 50Y2 + 20Y3 

𝑆/𝐶

{
 
 

 
 

                        

   

−3Y1 + 4Y2 + Y3 ≥ 9
−5Y1 + Y2 + Y3 ≥ 2
−10Y1 + 7Y3 = 4
−Y1 + Y2 + 7Y3 ≥ 1

                     

                                

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3∀                    

لتي يتطلب إنتاجهما المرور ا  A B: تهدف مؤسسة إلى تعظيم إرباحها الناتجة عن بيع سلعتين التمرين الثاني
 لتالي: البرنامج افيآلات، يمكن تلخيص الأرباح الناتجة من بيع السلعتين وطاقات الآلات 3بــــــــ

Max 𝑧 = 10x1 + 30x2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 ≤ 6        
6X1 + X2 ≤ 14        
3x1 + X2 ≥ 2      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 حل البرنامج باستخدام أسلوب السمبلكس.  -1
 ثم أوجد حله الأمثل. الثنائيابحث عن الشكل  -2
 قارن نتائج الحل في البرنامجين، ماذا تستنتج؟ -3
 

 نحول البرنامج الى

  الصيغة  القانونية
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 الحل:
 جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي هو: -1

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الشكل الثنائي هو: -2

  
Min 𝑊 = 14Y1 + 12Y2 + 12Y3 

𝑆/𝐶 {
Y1 − 2Y2+2Y3 ≥ 1                       

                        
   Y1 + 3Y2− Y3 ≥ 3                             

 

Y1 ≥ 0  ,   Y2 ≥ 0,   Y3 ≥ 0                    
 
 جدول الحل الأمثل هو:-
 
 
 
 
 
 
 
 
 

bi S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

30 0 
2

5
 

9

5
 0 

0 
𝑍 

6 0 −
1

5
 

3

5
 0 1 X1 

8 0 1

5
 

2

5
 1 0 X2 

8 1 3

5
 −

4

5
 0 0 S3 

bi 𝑅2 𝑅1 S2 S1 Y3 Y2 Y1 م/ق 

30 8 −𝑀 6 −𝑀 
−8 −6 8- 0 0 𝑊 

9

5
 

2

5
 

3

5
 −

2

5
 −

3

5
 4

5
 0 1 Y1 

2

5
 1

5
 −

1

5
 −

1

5
 

1

5
 −

3

5
 1 0 Y2 

𝑊 =30 

Y1 =
9

5
 , Y2 =

2

5
 ,Y3 = 0 

 

S1 = 0 , S2 = حلول البرنامج  0
 الثنائي

𝑍 =30 

x1 = 6 , x2 = 8 S1 = 0 , S2 = 0, S3 =  حلول البرنامج الأولي 8
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  المقارنة بين نتائج البرنامجين:-3
X1من جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي وجدنا أن      = في سطر دالة بالقيمة المطلقة  𝑆1وهي تقابل قيمة  6

X2في جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي، كما أن  الهدف = في سطر بالقيمة المطلقة  S2وهي تقابل قيمة  8
 في جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي. دالة الهدف

9تقابلها القيمة  𝑆1الأولي نجد أن في جدول الحل الأمثل للبرنامج  سطر دالة الهدفوإذا ما نظرنا إلى     

5
وهي  

2فتقابلها القيمة  S2في البرنامج الثنائي، أما  𝑌1قيمة 

5
فتقابلها القيمة  S3أما، في البرنامج الثنائي  𝑌2وهي قيمة  

 قيمة أن كمايتم هذا التقابل على وجه التتيب مع إهمال الإشارة السالبة،   في البرنامج الثنائي  𝑌3وهي قيمة  0
 .W=Z=30 أي للبرنامجين الأمثل الحل جدول في متساوية الاقتصادية الدالة

 الحل وجدول الثنائي، للبرنامج الأمثل الحل أيضا يتضمن الثنائي للبرنامج الأمثل الحل جدول ومنه نستنتج أن   
 فإن ،الثنائي للنموذج أمثل حل ناكه كان إذاو  الأولي، للبرنامج الأمثل الحل أيضا يتضمن الثنائي للبرنامج الأمثل
 الأمثل الحل عند الأساسية اتير المتغ قيم بأن القول يمكن أيضاً  صحيح، والعكس الأولي، للنموذج أمثل حل هناك

 عند رارالق متغيرات قيم أن أي الأولي، للنموذج الأمثل الحل جدول في الظل لأسعار مساوية ،الثنائي للنموذج
 .لاتالمدخ أو الموارد من الإضافية الوحدة مقدار تبين الثنائي للنموذج الأمثل الحل

 التمرين الثالث:
 لدينا النموذج الأولي الآتي: هافرض أن

Min 𝑍 = 3X1 + 2X2  
 

 𝑆/𝐶 {

4X1 + 2X2 ≥ 4                      
5X1 + 4X2 ≥ 8                        
2X1 + 3X2 ≤ 5    

    
                        

  

X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0 
 المقابلة.الحل الأمثل باستخدام طريقة السمبلكس أوجد -

 :الحل
طرف الأيمن جعل ال ي، وكذلكلتطبيق طريقة السمبلكس المقابلة يجب تحويل إشارة القيود إلى أصغر أو يساو    

 لشكل القياسي التالي:اوبإضافة متغيرات الفجوة نحصل على  (1-في )الأول والثاني سالبا بضرب القيدين 
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Min 𝑍 − 3X1 − 2X2 = 0  
 

 𝑆/𝐶 {

−4X1 − 2X2 + S1 = −4                                  
−5X1 − 4X2 + S2 = −8                                   
2X1 + 3X2 + S3 = 5                

    
                        

  

X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0, S1 ≥ 0 , S2 ≥ 0  , S3 ≥ 0   

 بوضع الشكل القياسي في جدول الحل الابتدائي نحصل على مايلي:     

 
 
 
 
 
 
 
 

S2من الجدول نجد أن الحل الابتدائي غير مقبول حيث أن قيم متغيرات القاعدة سالبة،       = −8 ،S1 = −4 
 في عمود الثوابت. 3-لأنه يقابل القيمة  S2نختار المتغير الخارج على أنه المتغير الذي له أكبر قيمة بالسالب، وهو

معاملات المتغيرات في دالة الهدف على القيم التي  ناتجة من حاصل قسمةأقل نسبة  يقابلالذي الداخل هو المتغير 
 وبذلك نحصل على الجدول التالي:،  X2، وهو المتغير تقابلها في سطر المتغير الخارج

 
 
 
 
 
 
 
 
 

bi S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

0 0 0 0 -2 −3 𝑍 

−4 0 0 1 -2 −4 S1 

-8 0 1 0 -4 -5 S2 

5 1 0 0 3 2 S3 

bi S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

4 0 −
1

2
 0 0 −

1

2
 𝑍 

0 0 −
1

2
 1 0 −

3

2
 S1 

2 0 −
1

4
 0 1 5

4
 X2 

1- 1 3

4
 0 0 −

7

4
 S3 
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 ، X1، أما المتغير الداخل فهو  S3نلاحظ من خلال الجدول أن الحل ليس أمثلا، إذن المتغير الخارج هو    
 وبذلك نحصل على الجدول التالي:

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 ل أمثل:إذن الح أو صفرية نلاحظ أن جميع قيم عمود الثوابت موجبة، كما أن معاملات دالة الهدف سالبة    

  X1 =
4

7
  ،X2 =

9

7
 ،  S1 =

6

7
  ،S2 = 0 ،S3 = 0 ، 𝑍 =

30

7
. 

 
 تمارين للحل:
 الثنائي للبرامج التالية:أوجد البرنامج  :التمرين الأول

 
 

M ax 𝑧1 = 5x1 + 10x2 

𝑆/𝐶 {

3X1 − 7X2 ≤ 20        
−X1 − X2 ≤ −2        
4x1 + 8X2 ≤ 30

−4x1 − 8X2 ≤ −30
      

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

Min 𝑧2 = 100x1 + 60x2 

𝑆/𝐶 {

8X1 + 4X2 ≥ 20        
2X1 + 4X2 ≥ 15        
8x1 + 4X2 ≥ 15    

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

bi S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

30

7
 −

2

7
 −

5

7
 0 0 0 𝑍 

6

7
 −

6

7
 −

8

7
 1 0 0 S1 

9

7
 

5

7
 

2

7
 0 1 0 X2 

4

7
 −

4

7
 −

3

7
 0 0 1 X1 
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Min 𝑧3 = 2x1 + X2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + X2 = 3       
4X1 + 3X2 ≥ 6        
X1 + 2X2 ≤ 3      

 

x1 ≥ 0   ,     x2 ≥ 0 

 

Max 𝑧4 = x1 + x2 − x3 − x4 

𝑆/𝐶 {

3X1 − 2X2 + x3 + 5x4 ≤ 18        
5X1 + 6X2 ≥ 20       

x1 − X2 + 4x3 + x4 = 9      
 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0         x3 ∀  ,   x4 ≥ 0 

 

 ليكن لدينا النموذج الخطي التالي:: التمرين الثاني

Min 𝑧 = 5x1 + 2x2 

𝑆/𝐶 {
X1 + 2X2 ≥ 5        
2X1 − X2 ≥ 12        
X1 + 3X2 ≥ 4      

 

X1∀   ,  X2 ≥ 0 

 حل البرنامج باستخدام أسلوب السمبلكس.  -1
 الثنائي ثم أوجد حله الأمثل.ابحث عن الشكل  -2
 .قارن نتائج الحل في البرنامجين -3
 

 التمرين الثالث:
 لدينا النموذج الأولي الآتي: هافرض أن   

Min 𝑍 = 2X1 + X2  
 

 𝑆/𝐶 {

3X1 + X2 ≥ 3                            
4X1 + 3X2 ≥ 6                          
X1 + X2 ≤ 3    

    
                        

  

X1 ≥ 0  ,   X2 ≥ 0 

 أوجد الحل الأمثل باستخدام طريقة السمبلكس المقابلة.-
 
 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
: الرابعالمحور   

 تحـــليل الحـــساســـــية
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 المحور الرابع: تحليل الحساسية.

 :تمهيد

غب إدارة ، قد تر نع مابعد الوصول إلى الحل الأمثل لأي نموذج رياضي يعبر عن نشاطات مشروع أو مص    
شروع أو ذلك الم شاطاتنالمشروع أو المصنع في أحداث بعض التغييرات على النموذج الأولي الذي يعبر عن 

غيرات تؤدي ، مثل هذه الت....إلختاحلزمن المالمصنع كزيادة الموارد المتاحة، رأس المال، عدد العمال، عدد الآلات وا
ية ياضي، وهي عملوذج الر النم إلى تغير النموذج الذي يعبر عن نشاطات ذلك المشروع، مما يتتب عليه إعادة حل

ساسية، ليل الحتحهي  ملهبكالا تتطلب إعادة الحل طريقة مرهقة وتحتاج إلى وقت طويل ولكن  يمكن استخدام 
ل على جدول الح لاعتمادلي باما بعد الأمثلية التي تدرس أثر التغييرات على النموذج الأو  تسمى أيضا بتحليل

دث لتي يمكن أن تحييرات االتغ الأمثل، وحساب أثر هذه التغيرات مباشرة دون اللجوء إلى حل النموذج مجددا، إن
 على النموذج الأولي يمكن تصنيفها كالآتي:

 ن للقيود.التغييرات في الطرف الأيمأولا: 

قيم  ية ولكن تتغيربقى مجدو قد تإلى جعل المسألة غير مجدية أإن التغير في الطرف الأيمن للقيود قد يؤدي      
 إيجاد: ن خلال ميح ذلك ن توضيمك، المتغيرات ويتم إدخال هذه التغييرات وحساب أثرها على الحل الأمثل مباشرة

زيادة أو نقص الموارد هو عبارة عن مقدار الزيادة أو النقص في قيمة دالة الهدف الناتج عن سعر الظل: -أ
المتاحة، أيضا هو عبارة عن الربح الإجمالي الناتج عن إضافة وحدة واحدة جديدة من الموارد النادرة، ويمكن التعبير 

وارد الإضافية، حيث أنها لا يمكن أن عن سعر الظل بأنه المبلغ الذي ترغب المؤسسة في دفعه للحصول على الم
تحقق ربحا أكثر من هذا المبلغ إذا زادت أيا من الموارد بمقدار وحدة واحدة، يمكن الحصول على المعلومات المتعلقة 

، 45بأسعار الظل من قيم سطر دالة الهدف المقابلة للمتغيرات الراكدة) الفجوة، الفائضة( في جدول الحل الأمثل
 لدينا المشكلة التالية:النقطة نفتض أن ولتوضيح هذه 

 

                                                           
  .120جهاد صياح بني هاني وآخرون، مرجع سبق ذكره، ص  - 45
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Max 𝑧1 = 30x1 + 50x2 

𝑆/𝐶 {

2X1 + X2 ≤ 16        
X1 + 2X2 ≤ 11        
  x1 + 3X2 ≤ 15    

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 وكان جدول الحل الأمثل كالآتي:
 
 
 
 

 
 
 
 
 

المقابلة للمتغيرات الراكدة في جدول الحل الأمثل) تمثل نتيجة الحل للنموذج المقابل  𝑧 سطربناءا على قيم 

10في الجدول الأخير(، فإن سعر ظل المورد الأول هو

3
70وسعر ظل المورد الثاني هو   

3
وسعر ظل المورد الثالث   

هو صفر، هذه النتائج تعني أن زيادة وحدة واحدة من أي مورد ستؤدي إلى زيادة قيمة دالة الهدف بمقدار سعر 
 الظل، وستؤثر هذه الزيادة على نتيجة الحل الأساسي في جدول الحل الأمثل. 

على الحل  ،b2b , 3b ,1قيمة تغير ندرس تأثير ، 161b ،=112b ،=153b= قيم الطرف الأيمن هي: لدينا

]منالأمثل، فلو فرضنا أن الجانب الأيمن للمشكلة تغير وأصبح 
16
11
15
]إلى  [

20
11
15
أي حدثت زيادة في المورد الأول  [

 .20إلى  16من 

ن متجه الموارد الجديد يبقى موجب، وهذا لا بأ إثباتلدراسة تأثير التغير في متجه الموارد يتطلب الأمر 
حيث أن أي عمود في جدول السمبلكس النهائي والذي يمثل الحل  ،مسالة البرمجة الخطية ثانيةيتطلب حل 

bi S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

310 0 70

3
 

10

3
 0 0 𝑍 

2 1 −
5

3
 

1

3
 0 0 S3 

7 0 −
1

3
 

2

3
 0 1 X2 

2 0 2

3
 −

1

3
 1 0 X1 
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ت المتغيرات تح السمبلكس الأولي في المصفوفةجدول الأمثل يمكن أن نحصل عليه بضرب العمود المناظر له في 
   ، حسب المثال نحصل على:الراكدة

[

S3
X1

X2

] =

[
 
 
 
 
1

3
−
5

3
1

2

3
−
1

3
0

−
1

3

2

3
0]
 
 
 
 

[
20

11

15

] =

[
 
 
 
 
20

3
−
55

3
+ 15

40

3
−
11

3
+ 0

−
20

3
+
22

3
+ 0]

 
 
 
 

=    

[
 
 
 
 
10

3
29

3
2

3 ]
 
 
 
 

  

نلاحظ أن جميع قيم العمود الناتج موجبة وهذا يعني أن الحل الأمثل لا يزال ممكنا بالقيم الجديدة، أما 

=X1 الحل الناتج فهو:
29

3
 ,     X2=

2

3
 ,      S1= S2=0 ,          S3=

10

3
    

 التالي: ى النحويدة علقيمة دالة الهدف الجدوبناءا على القيم الجديدة للطرف الأيمن يتم إعادة حساب 

𝑧 = 30 (
29

3
) + 50(

2

3
) = 323.33 

يتبين لنا أن زيادة وحدة واحدة من المورد الأول تؤدي إلى زيادة قيمة دالة الهدف بمقدار سعر الظل 

(10

3
 وحدات وحصلنا على الآتي: 4بمقدار (، ويتحقق ذلك في هذه الحالة حيث أن المورد الأول قد ارتفع 

𝑧 = (
10

3
) (4) + 310 = 323.33 

70المورد الثاني تؤدي إلى زيادة دالة الهدف بمقدار سعر الظل ) منكذلك فإن زيادة وحدة واحدة 

3
(، أما 

 (.0المورد الثالث فإن أية زيادة فيه لا تحقق زيادة في دالة الهدف )سعر الظل= 

تاحة لديها ارد المت المو إلى أي مدى تستطيع المؤسسة زيادة كمياالسؤال الذي يطرح نفسه هنا هو: 
 وبالتالي زيادة أرباحها ؟ 

 .بمدى الإمكانيةما يسمى  إيجادخلال من على هذا السؤال  الإجابةيمكن 

يمكننا من خلال مدى الإمكانية تحديد عدد الوحدات من أي مورد ) ساعات العمل : مدى الإمكانية -ب
مثلا( التي يمكننا إضافتها أو التخلص منها دون أن يؤثر ذلك في سعر الظل الخاص بالمورد، أي أن نبقى ضمن 
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طرف الأيمن لقيود مزيج الحل الأمثل، وبذلك يهدف مدى الإمكانية إلى تحديد الحد الأعلى والحد الأدنى لقيم ال
 46نتبع الخطوات التالية: لتحديد مدى الإمكانيةو  ،نموذج البرمجة الخطية) الموارد المتاحة (

قسمة عمود الكميات في الحل النهائي على معاملات العوامل الحرة أو غير الأساسية المقابلة لها، فمثلا إذا  -
، وبالنسبة للقيد S1حدود الكميات للقيد الأول فإننا نقسم عمود الكميات على المعاملات د اإيجأردنا  

 وهكذا. S2الثاني نقسم الكميات على المعاملات 
 لقيد.اكمية لتؤخذ أقل قيمة موجبة ونطرح منها الكمية الأساسية للحصول على الحد الأدنى  -
 .كميةلى لعلد الألى الحعالكمية الأساسية للحصول تؤخذ القيمة المطلقة لأكبر قيمة سالبة وتضاف إلى  -
بالسالب أو  اسواء ارةالإش في حالة عدم الحصول على نتائج من إشارة معينة فإننا نأخذ ما لا نهاية تلك -

 بالموجب.

 وبتطبيق الخطوات السابقة نجد:

 (: 1b) مدى الإمكانية للكمية التي تمثل الطرف الأيمن للقيد الأول-1

 ( على النحو التالي: 1b ∆): نجد مدى التغير 1-أ

∆
2 7    2
1

3

2

3
−
1  

3

 ÷:    1b  

 6-   10.5    6    

القيد الأول  لأيمن فيالطرف ل: نجد المدى باستخدام الصيغة المشار إليها سابقا، حيث أن الكمية الأصلية 2-أ
 وحدة لذلك فإن المدى: 16هي 

10=6-16 
22=6+16 

 السابقة فإن مدى الإمكانية للقيد الأول هو:بناءا على النتائج 

22  ≤  1b  ≤  10 
                                                           

  175محمد أحمد الطراونة، سليمان خالد عبيدات، مرجع سبق ذكره، ص  - 46
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ظل المورد الأول، وسيبقى  لن يتغير سعر 22و  10ادامت الكمية المتاحة من المورد الأول بين وهذا يعني أن م
 الحل أمثل.

  :(2bمدى الإمكانية للكمية التي تمثل الطرف الأيمن للقيد الثاني)-2

لتغير وفقا اار مدى دد لنا مقدالطريقة السابقة أو طريقة أخرى حيث تحيمكن استخدام لإيجاد مدى الإمكانية     
 للعلاقة التالية:

[∆ bi ] +    [
قيم عمود المتغيرالراكد
في جدول الحل الأمثل

] ≥ 0  +   [
قيم عمود الطرف

في جدول الحل الأمثل
] 

 بتطبيق ذلك على القيد الثاني نحصل على:    

     [
2
7
2
] [∆ b2 ] +    

[
 
 
 
 −

5

3

−
1

3
2

3 ]
 
 
 
 

≥ 0   

 التالية وحلها فجد: نقوم بتكوين المتاجحات    

2 −
5

3
∆ b2 ≥ 0    ⇒   ∆ b2 ≤

6

5
  

2 −
1

3
∆ b2 ≥ 0   ⇒     ∆ b2 ≤ 21  

2 +
2

3
∆ b2 ≥ 0 ⇒ ∆ b2 ≤ −3

 

 بناءا على هذه النتائج نجد مدى تغير المورد الثاني هو:    

6

5
  ≤  2b  ≤  −3 
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ى الإمكانية، ساب مدثل نقوم بحبعد استخراج مدى التغير المسموح به من المورد الثاني، بحيث يبقى الحل أم    
كبر ألأدنى ) ا وإضافة الحد مورد،وذلك بإضافة الحد الأعلى)أقل قيمة موجبة( لمدى التغير إلى الكمية الأصلية لل

 لي على النحو التالي:قيمة سالبة( لمدى التغير من الكمية الأصلية للمورد الأص

6

5
 +11 ≤  2b  ≤  −311 

12.2 ≤  2b  ≤  8 
د أدنى حكثر من جود أو بصفة عامة في حالة وجود أكثر من حد أعلى نأخذ القيمة الأصغر، وفي حالة 

 .8والحد الأدنى منها هو  12.2ي هومنه فإن الحد الأعلى للكمية المتاحة من المورد الثاني ، نأخذ القيمة الأكبر

في جدول  التابع لأحد القيود ضمن مزيج الحل الأساسي)داخل في قاعدة الحل( إذا كان المتغير الراكد ملاحظة:
الحل الأمثل، فإن هذا يشير إلى وجود كمية إضافية من هذا المورد، ويعني ذلك أن الحد الأعلى لمدى الإمكانية 

دنى يساوي الكمية الأصلية للمورد مطروحا منها قيمة الخاص بهذا المورد مفتوح )غير محدد، لا نهائي( والحد الأ
 .47المتغير الراكد التابع للقيد في جدول الحل الأمثل

و هلمورد الثالث لتابع لاكد اولتوضيح هذه النقطة نعود إلى جدول الحل الأمثل حيث نلاحظ أن المتغير الر     
ن الحد لتالي فإر وحدتين، وباورد الثالث بمقدا، وهذا يعني وجود كمية زائدة من الم2متغير أساسي وقيمته هي 

مطروحا منها مقدار الزيادة  15الأعلى لمدى إمكانية المورد الثالث مفتوح وحده الأدنى يساوي الكمية الأصلية 
 ، فيكون مدى الإمكانية للمورد الثالث على النحو التالي:2

∞ ≤  3b  ≤  13 

 )مدى الأمثلية(:املات دالة الهدف ثانيا: التغيرات في مع

( الأحادي لأي من C) دث في هامش الربحيحيمكن أن  ذيمن أجل أن نحدد مقدار الزيادة أو النقص ال    
، والتي لا تؤدي إلى تغير في برنامج الحل الأمثل، فإننا نقوم بما المنتجات التي تدخل في برنامج الإنتاج الأمثل

 :48يلي

 
                                                           

 - جهاد صياح بني هاني وآخرون، مرجع سبق ذكره، ص 47.126 
 - مكيد علي، مرجع سبق ذكره، ص ص 48.153-152 
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 (.1-الحل الأمثل في)نضرب معاملات دالة الهدف في جدول  -
(، 1-) ربها فيبعد ض معاملات دالة الهدف غير الصفرية الموجودة في جدول الحل الأمثل نقوم بقسمة -

ات في ة التغير  معرفرغب فينالموجود في قاعدة الحل، الذي  نقسمها على صف معاملات المتغير الأصلي
 هامش الربح الخاص به )معاملاته في القيود الفنية(.

ثل أقصى لأول يملب، االقيم المتحصل عليها نأخذ أصغر ناتج قسمة موجب وأكبر ناتج قسمة سا من بين -
صه من هامش كن إنقايض يمزيادة يمكن إضافتها إلى هامش الربح للمنتج المعني، والثاني يمثل أقصى تخف

 الربح للمنتج المعني.
كذلك إذا لم توجد قيم سالبة فإن أكبر (، و ∞إذا لم توجد قيمة موجبة، فإن أقصى مبلغ يمكن زيادته هو) -

 (، يجب الإشارة إلى أنه يجب تجاهل القيم الصفرية.0مبلغ يمكن تخفيضه هو الصفر )

 :كالآتي x1 و x2بالرجوع إلى مثالنا السابق نحاول استخراج مجال تغير هامش الربح للمنتجين 

 الذي لا يؤثر على الحل الأمثل:  1Cمجال تغير  -أ

في القيود الفنية  x1وقسمتها على سطر المعاملات غير الصفرية للمتغير  1-ضرب معاملات دالة الهدف في بعد 

−  نحصل على القيم التالية:
10

3
÷
2

3
  ، − 70

3
÷−

1

3
 

 -5، 70ومنه نحصل على القيم التالية: 

ل لى الحل الأمثيؤثر ع ذي لاوحسب القواعد المشار إليها سابقا يكون مجال تغير هامش الربح للمنتج الأول ال
 و:ه

70 ≤ ∆ 1C  ≤  −5 

 أي أن الحد الأعلى والأدنى لهذا التغير هو:

C1 + 70 ≤  1C  ≤  C1 − 5 
30 + 70 ≤  1C  ≤  30 − 5 
100 ≤  1C  ≤  25 



تحليل الحساسية: الرابع لمحورا  

 

122 
 

 الذي لا يؤثر على الحل الأمثل:  2Cمجال تغير  -ب

في القيود الفنية  x2وقسمتها على سطر المعاملات غير الصفرية للمتغير  1-ضرب معاملات دالة الهدف في بعد 
−  نحصل على القيم التالية:

10

3
÷ −

1

3
  ، − 70

3
÷
2

3
 

 10، 35-ومنه نحصل على القيم التالية: 

 الحل الأمثل هو: الذي لا يؤثر على 2Cإذن مجال تغير هامش الربح 

10 ≤ ∆ 2C  ≤  −35 

 أي أن الحد الأعلى والأدنى لهذا التغير هو:

10 + 50 ≤  2C  ≤  −35 + 50 

60 ≤  2C  ≤  15 

 في معاملات متغيرات القرار في القيود: اتثالثا: التغير 

إن التغيرات في معاملات متغيرات القرار لا تؤثر مباشرة على عناصر مصفوفة الحل والتي تؤدي إلى التعقيد في      
الحسابات، ويمكن أن تؤثر على الجانب الأيسر لقيود المشكلة المقابلة المتعلقة بها، وقد تجعل من الحل الحالي 

الحساسية في هذه الحالة لن يعطي بيانات مباشرة فيما يتعلق للمشكلة غير ممكن أو غير مثالي، وعليه فإن تحليل 
 .49بمثالية أو إمكانية حل المشكلة ولذلك يفضل إعادة حل المشكلة كمشكلة جديدة بالطريقة المبسطة

 رابعا: إضافة متغير أو متغيرات جديدة:

 اقد يؤثر على أمثلية الحل، لأن المتغير الجديد قد يصبح متغير  شكلة الأصليةإلى المإن إضافة متغير جديد      
دخول عمود المتغيرات الأساسية، لوبالتالي سيكون له دور في تحسين الحل، فإذا لم تكن القدرة لهذا المتغير  اأساسي

 .50معنى ذلك أن قيمته تساوي صفر، لكنه سوف يظهر في عمود المتغيرات غير الأساسية

                                                           
  .128الفتال، مرجع سبق ذكره، ص دلال صادق الجواد، حميد ناصر  - 49
  .167حسين محمود الجنابي، مرجع سبق ذكره، ص -50
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تخدام الصيغة باس افتهإضت تمعلى نتيجة الحل الأمثل لاحتساب قيم عمود المتغير الجديد الذي  يمكن الاعتماد
 التالية:

  [
عمود القيم الأساسية

للمتغير الجديد
] × [

مصفوفة المتغيرات الراكدة
في الحل الأمثل

] = [
القيم الجديدة لعمود المتغير الجديد

في جدول الأمثل
] 

بيعة دالة ل حسب طة الحوبناءا على هذه الصيغة يتم إعادة حساب قيم سطر دالة الهدف واختبار مدى أمثلي
 الهدف، إن لم يكن الحل أمثل يجب الاستمرار في عملية الحل. 

  3، 2، 4معاملات المتغير في القيود الثلاثة هي:  x3 ،لو فرضنا أننا أضفنا متغيرا جديدا للمشكلة الأصلية وهو 
 .40أما معامله في دالة الهدف يساوي 

 في جدول الحل تتم كمايلي: x3 عملية حساب قيم عمود 

 x3 =

[
 
 
 
 
1

3
−
5

3
1

2

3
−
1

3
0

−
1

3

2

3
0]
 
 
 
 

[
4
2
3
] = [

1
2
0
]  

 لي:ي  الجديد كماالمتغير عاملاتقع تحت المتغيرات الراكدة ونضربها في متنأخذ القيم في سطر دالة الهدف والتي 

4(10
3
) + 2 (

70

3
) + 3(0) = 60 

سوف  x3(، هذا يعني أن المتغير الجديد 40في سطر دالة الهدف )x3  قيمة معامل المتغيروهي قيمة أكبر من 
، وستكون قيمته في سطر دالة الهدف مساوية للفرق بين القيمة لن يظهر كمتغير أساسي في جدول الحل الأمثل

، وبذلك 60-40=20في سطر دالة الهدف أي: x3  قيمة معامل المتغيرالتي حصلنا عليها سابقا مطروحا منها 
 يلي: يكون جدول الحل الأمثل كما
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 في سطر دالة الهدف موجب. x3 نلاحظ من الجدول أن الحل لا يزال أمثلا لأن معامل 

وعليه يكون معامله في سطر دالة الهدف في جدول الحل  65في دالة الهدف هو x3 أما لو فرضنا أن معامل 
 ، عندئذ يصبح الجدول الأخير كمايلي:60-65= 5-الأمثل مساويا لـ:

 
 
 
 
 
 
 
 

كمتغير داخل وتكملة الحل إلى غاية الوصول x3 نلاحظ أن الحل ليس أمثلا لذا لابد من تحسين الحل باختيار 
 إلى الحل الأمثل.

 

bi S3 S2 S1  x3 X2 X1 م/ق 

310 0 70

3
 

10

3
 20 0 0 𝑍 

2 1 −
5

3
 

1

3
 1 0 0 S3 

7 0 −
1

3
 

2

3
 2 0 1 X2 

2 0 2

3
 −

1

3
 0 1 0 X1 

bi S3 S2 S1  x3 X2 X1 م/ق 

310 0 70

3
 

10

3
 5- 0 0 𝑍 

2 1 −
5

3
 

1

3
 1 0 0 S3 

7 0 −
1

3
 

2

3
 2 0 1 X2 

2 0 2

3
 −

1

3
 0 1 0 X1 
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 خامسا: إضافة قيد أو قيود جديدة

كان محققا أم قد يؤثر إضافة قيد جديد للمشكلة على الحل الأمثل ويمكن معرفة ذلك من خلال فحص القيد إذا  
لا، إذا كان القيد محققا هذا يعني أن الحل الأمثل سوف يبقى كما هو ماعدا المتغير الراكد لذلك القيد الذي 

 ، فلو فرضنا أن القيد المراد إضافته للمشكلة هو:51سيظهر في عمود متغيرات القاعدة

x1 + 4x2 ≤ 16 

 :الحل الأمثل كالآتي نقوم بفحص القيد أي التأكد من أن القيد محقق باستخدام قيم

7 + 4(2) ≤ 16 

15 ≤ 16 

 ذا القيد قيداعتبار هكن اإذن القيد يستوفي شروط الأمثلية وجدول الحل الأمثل سوف يبقى كما هو، وعليه يم
 فائضا لا تأثير له على الحل.

 :ييل أما إذا فرضنا أن القيد الجديد سيكون كما

x1 + 4X2 ≤ 13 

 الأمثل نحصل على :في جدول الحل  x1 و x2بتعويض قيم 

7 + 4(2) ≤ 13 

15 ≤ 13 

 ل من خلال:سين الحتحتطلب يهذا يعني أن القيد غير محقق أي أن إضافة هذا القيد لا تحقق الحل الأمثل مما 

 يلي: تحويل القيد إلى الصيغة القياسية كما -
x1 + 4X2 + S4 = 13 

وتعويضها في القيد الجديد  x1 و x2نضيف معادلة القيد الجديد إلى جدول الحل الأمثل بعد استخراج قيم  -
 .S4للحصول على قيم السطر 

 
                                                           

 - حسين محمود الجنابي، مرجع سبق ذكره، ص 51.163 
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  سطر x1  :في جدول الحل الأمثل هو 

x1 +
2

3
S1 −

1

3
S2 = 7 

 ومنه:          

x1 = 7 −
2

3
S1 +

1

3
S2 

  سطر x2  :في جدول الحل الأمثل هو 

x2 −
1

3
S1 +

2

3
S2 = 2 

 ومنه:          

x2 = 2 +
1

3
S1 −

2

3
S2 

 يلي: مافي القيد الجديد نحصل على  x1 و x2وبتعويض قيم 

x1 + 4X2 + S4 = 13 

(7 −
2

3
S1 +

1

3
S2) + 4(2 +

1

3
S1 −

2

3
S2)  + S4 = 13 

S4 +
2

3
S1 −

7

3
S2 = −2 

 يلي: ومنه جدول الحل الأمثل يكون كما

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

bi S4 S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

310 0 0 70

3
 

10

3
 0 0 𝑍 

2 0 1 −
5

3
 

1

3
 0 0 S3 

7 0 0 −
1

3
 

2

3
 0 1 X2 

2 1 0 2

3
 −

1

3
 1 0 X1 

2- 1 0 −
7

3
 

2

3
 0 0 S4 
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مما يجعل الحل  2-مقدارها  S4لاحظ من خلال الجدول أن هناك قيمة سالبة في عمود الثوابت للمتغير ن     
 S4الأمثل غير ممكن، ويتطلب ذلك تحسين الحل باستخدام طريقة السمبلكس المقابلة للتخلص من قيمة 

 السالبة.

 تمارين محلولة:

 التمرين الأول:

 الأمثل لنموذج البرمجة الخطية الآتي:يبين الجدول أدناه الحل      

M ax 𝑧1 = 10x1 + 15x2 

𝑆/𝐶 {

3X1 + 2X2 ≤ 15000  
X1 + 2X2 ≤ 10000

x1 ≤ 7000
x2 ≤ 8000

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 :هوجدول الحل الأمثل      

 

 

 

 

 

 

 

bi S4 S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

81250 0 0 6.25 1.25 0 0 𝑍 

2500 0 0 −
1

2
 

1

2
 0 1 X1 

3750 0 0 3

4
 −

1

4
 1 0 X2 

4500 0 1 1

2
 −

1

2
 0 0 S3 

4250 1 0 −
3

4
 

1

4
 0 0 S4 
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 المطلوب:

 أوجد مدى الأمثلية لمعاملات متغيرات القرار في دالة الهدف. -1
 ، فما هو الحل الأمثل الجديد؟2في دالة الهدف ارتفع بمقدار  X1افتض أن معامل  -2
 (.الإمكانيةأوجد المدى الذي تبقى فيه أسعار الظل سارية المفعول )مدى  -3
 لجديد؟ساعة عمل إضافية في القيد الأول فما هو الحل الأمثل ا 1000توفرت  إذا -4
 لحل الأمثل الجديد؟فما هو ا ساعة 500الثاني بمقدار في القيد انخفضت الساعات المتاحة إذا  -5

 الحل:
 

 :مدى الأمثلية لمعاملات متغيرات القرار في دالة الهدف إيجاد -1

 الذي لا يؤثر على الحل الأمثل:  1Cمجال تغير  -

في القيود الفنية  x1وقسمتها على سطر المعاملات غير الصفرية للمتغير  1-بعد ضرب معاملات دالة الهدف في 
1.25−نحصل على القيم التالية:  ÷

1

2
  ، − 6.25 ÷ − 1

2
 

 :هو 1Cتغير إذن مدى أو مجال 

12.5 ≤ ∆ 1C  ≤  −2.5 

 الحد الأعلى والأدنى لهذا التغير هو:وعليه يكون  10في دالة الهدف هو  X1معامل 

10 + 12.5 ≤  1C  ≤  10 − 2.5 
22.5 ≤  1C  ≤  7.5 

دون أن يؤثر على قيمة  7.5أو ينخفض لغاية  22.5في دالة الهدف يمكن أن يرتفع لغاية  X1هذا يعني أن معامل 
 .المتغيرات الأساسية في الحل الأمثل

 

 



تحليل الحساسية: الرابع لمحورا  

 

129 
 

 الذي لا يؤثر على الحل الأمثل:  2Cمجال تغير  -

في القيود الفنية  x2وقسمتها على سطر المعاملات غير الصفرية للمتغير  1-بعد ضرب معاملات دالة الهدف في 
1.25−نحصل على القيم التالية:   ÷ −

1

4
  ، − 6.25 ÷ 3

4
 

 هو: 2Cإذن مدى أو مجال تغير 

5 ≤ ∆ 1C  ≤ −
25

3
 

 يكون الحد الأعلى والأدنى لهذا التغير هو: وعليه15 في دالة الهدف هو  X2معامل 

5 + 15 ≤  2C  ≤  15−
25

3
 

20 ≤  2C  ≤  6.67 

دون أن يؤثر على قيمة  6.67أو ينخفض لغاية  20في دالة الهدف يمكن أن يرتفع لغاية  X2هذا يعني أن معامل 
 .المتغيرات الأساسية في الحل الأمثل

 1C  ≤  7.5  ≥ 22.5 فإنه لا زال ضمن المدى 12أي أصبح المعامل  2كانت بمقدار  X1طالما أن زيادة معامل -2

 يلي: فإن التغير سيكون فقط في قيمة دالة الهدف التي ستصبح كما
 

𝑍 = 12 × 2500 + 15 × 3750 = 86250 
 حساب مدى الإمكانية:-3

 (: 1bمدى الإمكانية للكمية التي تمثل الطرف الأيمن للقيد الأول )-

 ( 1 ∆نجد مدى التغيرb  ):على النحو التالي 

 
2500     3750         4500        4250
1
2   −

1
4            −

1  
2              

1

4
      
 ÷

5000     −15000       −9000       17000    
 

  وحدة لذلك فإن  15000نجد المدى حيث أن الكمية الأصلية للطرف الأيمن في القيد الأول هي
 المدى:
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15000-5000=10000 

15000+9000=24000 

 مدى الإمكانية للقيد الأول هو: إذن

24000  ≤  1b  ≤  10000 

 سعر ظل المورد الأول، لن يتغير 24000و 10000وهذا يعني أن مادامت الكمية المتاحة من المورد الأول بين 
 وسيبقى الحل أمثل.

  :(2b) مدى الإمكانية للكمية التي تمثل الطرف الأيمن للقيد الثاني-

 ( 2 ∆نجد مدى التغيرb :على النحو التالي ) 

 
2500     3750         4500        4250

−
1
2   

3
4            

1  
2             −

3

4
      
 ÷

−5000       5000              9000        5666    
 

  فإن المدى:وحدة لذلك  10000هي  الثانينجد المدى حيث أن الكمية الأصلية للطرف الأيمن في القيد 

10000-5000=5000 

10000+5000=15000 

 هو: الثانيإذن مدى الإمكانية للقيد 

15000  ≤  2b  ≤  5000 

، الثاني سعر ظل المورد لن يتغير 15000و 5000بين  الثانيوهذا يعني أن مادامت الكمية المتاحة من المورد 
 وسيبقى الحل أمثل.
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 (: 3b) لثالأيمن للقيد الثا مدى الإمكانية للكمية التي تمثل الطرف-

 ( 3 ∆نجد مدى التغيرb :على النحو التالي ) 

 
2500     3750         4500        4250
0   0            1                0      

 ÷

    ∞               ∞                 4500            ∞         
 

  وحدة لذلك فإن المدى: 7000هي  لثالأيمن في القيد الثانجد المدى حيث أن الكمية الأصلية للطرف 
7000-4500=2500 

∞ = ∞+7000 

 هو: لثإذن مدى الإمكانية للقيد الثا

∞  ≤  3b  ≤  2500 

 (: 4b) لرابعمدى الإمكانية للكمية التي تمثل الطرف الأيمن للقيد ا-

 ( 4 ∆نجد مدى التغيرb :على النحو التالي ) 

 
2500     3750         4500        4250
0   0            0                1      

 ÷

    ∞               ∞                    ∞           4250     
 

 وحدة لذلك فإن المدى: 8000هي  رابعنجد المدى حيث أن الكمية الأصلية للطرف الأيمن في القيد ال 

8000-4250=3750 

∞=∞+8000 

 هو: لرابعالإمكانية للقيد اإذن مدى 

≤ ∞  4b  ≤  37504 
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 ساعة للقيد الأول: 1000الحل الأمثل الجديد بعد إضافة -4

 لى:عفنحصل  لجديدنضرب المصفوفة تحت المتغيرات الراكدة في جدول الحل الأمثل في عمود الموارد ا

[

X1

X2
S3
S4

] =

[
 
 
 
 
 
1

2
−
1

2
0 0

−
1

4

3

4
0 0

−
1

2
1

4

1

2

−
3

4

1
0

0
1
]
 
 
 
 
 

[

16000

10000
7000

8000

] = [

3000

3500
4000

4500

]  

 
 دف فهي:الة الهيمة دنلاحظ أن جميع قيم العمود الناتج موجبة وعليه فإن الحل لا يزال أمثلا، أما ق

 
𝑍 = 10 × 3000 + 15 × 3500 = 82500 

 
ونضيف النتيجة إلى الطرف الأيمن في جدول  S1في عمود  1000يمكن الحصول على نفس النتائج وذلك بضرب 

 الحل الأمثل.

 :500الساعات المتاحة للقيد الثاني بـ تخفيض الحل الأمثل الجديد بعد  -5

 ونضيف النتيجة إلى الطرف الأيمن في جدول الحل الأمثل S2في عمود  -500نستخدم الطريقة الثانية بضرب 
 نحصل على:ف
 

X1 → −500 × −
1

2
+ 2500 = 2750 

X2 → −500 ×
3

4
+ 3750 = 3375 

S3 → −500 ×
1

2
+ 4500 = 4250 

S4 → −500 × −
3

4
+ 4250 = 4625 

𝑍 → −500 × 6.25 + 81250 = 78125 
 

 نلاحظ أن جميع قيم العمود الناتج موجبة وعليه فإن الحل لا يزال أمثلا.
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 التمرين الثاني:
 لنفرض أن لدينا مشكلة البرمجة الخطية الآتية:

M ax 𝑧 = 3x1 + 2x2 + 5x3 
 

𝑆/𝐶 {

X1 + 2X2 + X3 ≤ 430  
3X1 + 2X3 ≤ 460
X1 + 4X2 ≤ 420

 

 
x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0,   x3 ≥ 0 

 :هوجدول الحل الأمثل 

 
 
 
 
 
 
 
 

 المطلوب:

 :حدد فيما إذا كان الحل سيبقى أمثلا في حالة إضافة قيد جديد هو كالآتي -1

2X1 + X2 + 3X3 ≤ 780 

في دالة الهدف وبمعاملات في القيود الثلاثة  6بمعامل   X4افتض أنه تم إضافة متغير جديد هو  -2
 ( على التوالي، ما تأثير ذلك على الحل الأمثل؟2،3،2)

 

bi S3 S2 S1 X3 X2 X1 م/ق 

1350 0 2 1 0 0 4 𝑍 

100 0 −
1

4
 

1

2
 0 1 1

4
 - X2 

230 0 1

2
 0 1 0 3

2
 X3 

20 1 1 −2 0 0 2 S3 
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 الحل:
 إضافة قيد جديد: -1

 في القيد الجديد نجد: في جدول الحل الأمثل x2و x1بتعويض قيم 
2(0) + 1(100) + 3(230) ≤ 780 

790 ≤ 780 
 القيد لا يحقق الحل الأمثل ومنه نقوم بتحسين الحل:

 الصيغة القياسية للقيد الجديد هي:-
2X1 + X2 + 3X3 + S4 = 780 

  .ونعوضها في الصيغة القياسية x3و x2نستخرج قيم -
 لدينا من جدول الحل الأمثل:

X2 −
1

4
X1 +

1

2
S1 −

1

4
S2 = 100 ⇒ X2 = 100 +

1

4
X1 −

1

2
S1 +

1

4
S2 

X3 +
3

2
X1 +

1

2
S2 = 230 ⇒ X3 = 230 −

3

2
X1 −

1

2
S2  

 وعليه:

2X1 + (100 +
1

4
X1 −

1

2
S1 +

1

4
S2) + 3 (230 −

3

2
X1 −

1

2
S2) + S4 = 780      

⇒  −
9

4
X1 −

1

2
S1 −

5

4
S2 + S4 = −10 

 يلي: ومنه يصبح جدول الحل الأمثل كما

bi S4 S3 S2 S1 X3 X2 X1 م/ق 

1350 0 0 2 1 0 0 4 𝑍 

100 0 0 1

4
- 1

2
 0 1 1

4
 - X2 

230 0 0 1

2
 0 1 0 3

2
 X3 

20 0 1 1 −2 0 0 2 S3 

10- 1 0 −
5
4

 −
1
2

 0 0 −
9
4
 S4 
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تحسين الحل الأمثل باستخدام طريقة لذلك يجب   S4أن هناك قيمة سالبة تقابل المتغيريلاحظ من الجدول     
 السمبلكس المقابلة.

 إضافة متغير جديد: -2

 في جدول الحل الأمثل:  X4نقوم بحساب قيم عمود     

 x4 =

[
 
 
 
 
1

2
−
1

4
0

0
1

2
0

−2 1 1]
 
 
 
 

 [
2

3

2

]  =    

[
 
 
 
 
1

4
3

2
1]
 
 
 
 

 

نأخذ القيم في سطر دالة الهدف والتي تقع تحت متغيرات الفجوة ونضربها في معاملات المتغير الجديد في القيود     
 فنجد:

2 × 1 + 3 × 2 + 2 × 0 = 8 

سوف لن  x4في سطر دالة الهدف، هذا يعني أن المتغير الجديد x4  وهي قيمة أكبر من قيمة معامل المتغير    
، وبذلك 8-6=2: لــيظهر كمتغير أساسي في جدول الحل الأمثل، وستكون قيمته في سطر دالة الهدف مساوية 

 يلي: يكون جدول الحل الأمثل كما

 
 

bi S3 S2 S1 X4 X3 X2 X1 م/ق 

1350 0 2 1 2 0 0 4 𝑍 

100 0 −
1

4
 

1

2
 

1

4
 0 1 1

4
 - X2 

230 0 1

2
 0 3

2
 1 0 3

2
 X3 

20 1 1 −2 1 0 0 2 S3 
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 للحل:تمارين 
 

 التمرين الأول:
 

 يبين الجدول أدناه الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية الآتي:    
 

M ax 𝑧1 = 40x1 + 30x2 + 50X3 
 

𝑆/𝐶 {

6X1 + 4X2 + X3 ≤ 320  
6X1 + 7X2 + 3X3 ≤ 160
4X1 + 5X2 + 12X3 ≤ 240

 

 
x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0,   x3 ≥ 0 

 :جدول الحل الأمثل هو    

 
 
 
 
 
 
 
 

 المطلوب:
 (.الإمكانيةأوجد المدى الذي تبقى فيه أسعار الظل سارية المفعول )مدى  -1
بدلا من  340صبح الأول وأحدد فيما إذا كان الحل سيبقى أمثلا إذا حصلت زيادة في المورد  -2

320. 
 أوجد مدى الأمثلية لمعاملات متغيرات القرار في دالة الهدف. -3

 

bi S3 S2 S1 X3 X2 X1 م/ق 

4400

3
 3 14

3
 0 0 53

3
 0 𝑍 

560

3
 

1

5
 −

17

15
 1 0 −

44

15
 0 S1 

200 −
1

20
 

1

5
 0 0 23

20
 1 X1 

400

3
 

1

10
 −

1

15
 0 1 1

30
 0 X3 
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 :الثانيالتمرين 
 نموذج البرمجة الخطية الآتي:ليكن لدينا     

M ax 𝑧1 = 3x1 + 2x2 

𝑆/𝐶 {

X1 + 2X2 ≤ 6
2X1 + X2 ≤ 1
−X1 + X2 ≤ 1

X2 ≤ 2

 

x1 ≥ 0   ,   x2 ≥ 0 

 جدول الحل الأمثل هو:    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :المطلوب
 (.الإمكانيةأوجد المدى الذي تبقى فيه أسعار الظل سارية المفعول )مدى  -1
 .6بدلا من  37أصبح حدد فيما إذا كان الحل سيبقى أمثلا إذا حصلت زيادة في المورد الأول و  -2
 أوجد مدى الأمثلية لمعاملات متغيرات القرار في دالة الهدف. -3
X1   حدد فيما إذا كان الحل سيبقى أمثلا في حالة إضافة قيد جديد هو كالآتي: -4 + X2 ≤ 4 

3بمعامل   X3افتض أنه تم إضافة متغير جديد هو  -5

2
  ربعةفي دالة الهدف وبمعاملات في القيود الأ 

(3
4

،  ،− 1، 3
4

 على التوالي، ما تأثير ذلك على الحل الأمثل؟( 0

bi S4 S3 S2 S1 X2 X1 م/ق 

38

3
 0 0 4

3
 

1

3
 0 0 𝑍 

4

3
 0 0 −

1

3
 

2

3
 1 0 X2 

10

3
 0 0 2

3
 −

1

3
 0 1 X1 

3 0 1 1 −1 0 0 S3 

2

3
 1 0 1

3
 −

2

3
 0 0 S4 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
: الخامسالمحور   

 مشـــــكل النـــــــــقل
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 النقلالمحور الخامس: مشكل 

 تمهيد:

، ومن أهم لقراراتاتخاذ اتسع استخدام أسس ومفاهيم البرمجة الخطية ليشمل نواحي متعددة في مجال ا
  الاقتصاد القومي، في هاماً  رادو  النقل الطرق التي تم تطويرها بناءا على هذا الأسلوب طريقة النقل، حيث يلعب

 أحد النقل الأعمال، ويعتبر تواستمرار مؤسسا بقاء لضمان الجوهرية الأمور من يعتبر الاقتصادي النقل فتوافر
 إنتاجية مرحلة من المصنوعة صفن المنتجات نقل وفي المستهلك، إلى السلع إيصال في والرئيسية بل المهمة العناصر

 من النقل تكاليف تحتله ما خلال من أهميتها تأخذ النقل مشكلة بدأت ولقد الصناعية،  المؤسسات في أخرى إلى
 إلى المختلفة الأعمال ساتمؤس تسعى المنطلق هذا من والتوزيع، التصنيع تكاليف بمجموع مقارنة نسبية أهمية

 ممكن. مستوى نىأد إلى النقل تكاليف تخفيض بهدف والمتطورة الحديثة والأساليب الوسائل استخدام

مجة اكل البر ن مشم في هذا الفصل سنتعرف على كيفية صياغة مشكلة النقل والتي تعد حالة خاصة
 .يمكن الخطية، كذلك كيفية إيجاد الحل الأمثل بحيث تكون تكاليف النقل الكلية أقل ما

 النقل: نموذجأولا: صياغة 

 :52التالية الشروط النقل توافر نموذج لاستخدام يشتط

 m ومقدارها  المواد أو سلعمنها ال تنقل التي والمخازن للمصانع كميا ومقاسه ومعروفه محدودة طاقات وجود -
كمي  شكل في ومقاسه ددةمح احتياجاتها أن تكون يجب طالبة كجهات المخازن أو البيعية المناطق فإن وكذلك

 .nومقدارها 
 إلى مناطق العرض أو مصادر الإنتاج مناطق من المواد أو السلع شحن أو لنقل متعددة مسارات وجود -

 .ديلةالب المسارات بين هذه والمفاضلة الاختيار يمكن حتى الطلب، أو مواقع الاستهلاك
 على للحفاظ وذلك ، j ولهاوص موقع إلى i شحنها موقع من ijc المادة أو السلعة من الوحدة نقل تكلفة ثبات -

 .الخطية صفة

                                                           
  .4،5، ص ص 2009، جامعة القاهرة، مصر، بحوث العمليات في المحاسبة جمال عبد العزيز ناصر، - 52
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 .jixالكميات المنقولة من المراكز الإنتاجية إلى المراكز التسويقية محددة وهي  -
لب على حجم الطعرض و يشتط نموذج النقل في شكله الأولي ضرورة المساواة بين حجم السلع في مصادر ال

 لى مواقعإ العرض مصادر ولتسهيل دراسة مشكلة النقل يمكن تمثيل جدول التكاليف لنقل الوحدات منالسلع، 
 الطلب كالآتي:

 
                                          

 

 
 من الجدول يمكن صياغة نموذج البرمجة الخطية لمسألة النقل بالصيغة التالية:

𝑀𝐼𝑁 𝑍 =∑∑𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 قيود العرض:

∑𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑎𝑖  

𝑛

𝑗=1

      𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

 قيود الطلب:

∑𝑥𝑖𝑗 ≥ 𝑏𝑗 

𝑚

𝑖=1

      𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

 
𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 

  )ia(العرض
 

nd … 2d 1d   

1a 1nx 
1nc 

... 
 

12x 
12c 

11x 
11c 

1s  
    

2a 2nx 
2nc 

... 
 

22x 
22c 

21x 
21c 2s 

     

⋮ 
⋮  

⋮ 
 

⋮ 
 

⋮ 
 

⋮ 
    

ma mnx mnc 
... 

 
m2x m2c 

m1x m1c 
ms 

    

∑𝐚𝐢 =∑𝐛𝐣 nb ...  2b 1b  
 الطلب

)jb( 
  

 المراكز التسويقية 
 

 المصادر
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أن كل  ذا يعنيلب، هبما أن الفرضية الأساسية لحل نموذج النقل هي أن مجموع العرض يساوي مجموع الط
ة ن نموذج البرمجساس فإذا الأالكميات الموجودة في مصادر العرض سوف تنقل لتلبي الطلب على المنتوج،  وعلى ه

 غة التالية:الخطية يتحول إلى الصي

𝑀𝐼𝑁 𝑍 =∑∑𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 قيود العرض:

∑𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖  

𝑛

𝑗=1

      𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

 قيود الطلب:

∑𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 

𝑚

𝑖=1

      𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

 
𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 

غيرات، لذا د والمتكثرة القيو للإيجاد أقل تكلفة لمشكلة النقل سيكون من الصعب حل هذا النموذج الرياضي      
 سنتعرض إلى طرق أسهل لحل هذه المشكلة.

  ثانيا: طرق حل مشاكل النقل 

 يقسم حل مشاكل النقل إلى مرحلتين:      

 لتالية:طرق ايمكن حل مشاكل النقل باستخدام إحدى ال مرحلة الحل الأولي )الابتدائي(: -أ

الرياضية لحل مشاكل النقل، وهي لا تعتبر هذه الطريقة من أبسط الأساليب  طريقة الزاوية الشمالية الغربية:-1
تأخذ بعين الاعتبار تكاليف النقل من المصدر إلى مراكز التسويق، بل تعتمد لبداية الحل على الزاوية الشمالية 

وحسب هذه  ،53الغربية من الجدول، وتتجه شرقا نحو الاتجاه الجنوبي لغاية الوصول إلى الزاوية الجنوبية الشرقية
د من أن جدول النقل في حالة توازن ) مجموع العرض يساوي مجموع الطلب(، ولتوضيح كيفية الطريقة يجب التأك

 استخدامها نورد المثال التالي:

                                                           
  .181ص حسين محمود الجنابي، مرجع سبق ذكره، - 53
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تكاليف نقل  سويقية،كز ت: إحدى الشركات لديها ثلاث مخازن في مواقع مختلفة كما أن لديها ثلاث مرا مثال
في الجدول  ر إليهاي مشالاحتياجات لكل مركز تسويقالوحدة الواحدة من السلع، وحجم السلع في كل مخزن وا

 أدناه:
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :المطلوب

 الغربية؟ لشماليةازاوية هو مجموع تكاليف النقل للسلعة من المصادر إلى المراكز باستخدام طريقة ال ما-

 الحل:

 إلى مختلف المراكز كما يلي:الكميات من مختلف المصادر يتم توزيع      

بالكمية  1dن قبل مركز الطلب ، ثم نقارن الكمية المطلوبة م(d1S,1(نبدأ بأول خلية في الجدول وهي الخلية  -1
ي يتم تخصيص أ، d1S ): 40)=40,55(min,1(ونخصص أقل الكميتين للخلية   1Sالمتوفرة لدى المصدر 

شطب العمود الأول  ، حيث يتمبالكامل 1d( وهذا يؤدي إلى سد احتياجات المركز d1S,1(وحدة للخلية  40
 وذلك يشير إلى أن التخصيصات للخلايا الأخرى في العمود ذاته تساوي صفر.

 نفاذ جميع الكمية المتاحة فيحتى يتم إغلاقه و  1Sإن عملية النقل بموجب هذه الطريقة تستمر بنفس السطر      
 ، يتم التوزيع من خلال الجدول التالي:S1المصدر المقابل للسطر 
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  1Sالمتوفرة لدى المصدر  بالكمية 2dنقارن الكمية المطلوبة من قبل مركز الطلب و (، d1S,2(الخلية  نأخذ -2
نخصص  ،( d1عروضه إلى المركزلجزء من م 1Sوحدة ) وهي المقدار المتبقي بعد تسويق المصدر  15التي تقدر بـــ و 

، نلاحظ (2d,1S(وحدة للخلية  15، أي يتم تخصيص min)d1S:) 15)=15,30,2(أقل الكميتين للخلية 
  ة من السطر الأول.المتبقيقد نفذت لذا يتم شطب الخلايا  1Sأن جميع الكميات المتوفرة لدى المصدر 

بالكمية المتوفرة لدى  وحدة2d (15 )مركز الطلب  التي يحتاجها(، ثم نقارن الكمية d2S,2(الخلية  ننتقل إلى -3
2S, وحدة للخلية  15 نخصص، 2d ,2S:) 15)=15,45(min(ونخصص أقل الكميتين للخلية  2Sالمصدر 

)2d 2( وهذا يؤدي إلى سد احتياجات المركزd  ،الثاني.يتم شطب العمود  لذابالكامل 
  2Sلدى المصدر لمتاحة ابالكمية  3dمركز الطلب  التي يحتاجهانقارن الكمية ثم (، d2S,3(الخلية  نأخذ -4
نخصص  ،( 2d عروضه إلى المركزلجزء من م 2Sوحدة ) وهي المقدار المتبقي بعد تسويق المصدر  30التي تقدر بـــ و 

، (3d ,2S(وحدة للخلية  30، أي يتم تخصيص min)3d ,2S:) 30)=30,50(أقل الكميتين للخلية 
 .الثانيتبقية من السطر الم يةقد نفذت لذا يتم شطب الخل 2S  نلاحظ أن جميع الكميات المتوفرة لدى المصدر

  )ia(العرض باقي باقي
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 والمطلوبة من 3Sلمصدر اوحدة وهي الكمية المتبقية لدى  20لها نخصص ثم (، d3S,3(الخلية  أخيرا نأخذ -5
صلنا إلى و كون قد نذت وبالتالي هذه المرحلة تكون جميع الكميات المتاحة لدى المصادر قد نف عند ،3dقبل المركز 

 جدول النقل بصيغته النهائية كما يلي:
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :ومنه الجدول ة لكلنحسب إجمالي التكاليف وهي حاصل ضرب عدد الوحدات المنقولة في تكلفة نقل الوحد

𝑍 =∑∑𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

3

𝑗=1

3

𝑖=1

= 1 × 40 + 4 × 15 + 7 × 15 + 3 × 30 + 9 × 20 = 475 

عدد المصادر  mحيث يمثل   m+n-1أن عدد المتغيرات الداخلة في الحل الأساسي هو: الإشارةتجدر 
ب أن يساوي الحل يج لداخلة فيإلى مثالنا فإن عدد المتغيرات اعدد المراكز )الأعمدة(، وبالنظر  n)الأسطر( و

 ق.، وهو بالفعل عدد المتغيرات الداخلة في الحل كما يعرضها الجدول الساب5=3+3-1
تعتبر هذه الطريقة أفضل من الطريقة السابقة لأنها تأخذ بعين الاعتبار التكلفة الأقل، طريقة التكلفة الصغرى:-2

وحتى نحصل على الحل الأساسي الأولي الممكن بهذه الطريقة، علينا في البداية أن نتأكد أن جدول النقل في حالة 
 :54توازن ثم نتبع الخطوات التالية

 وفقا للعلاقة التالية: 𝑋𝑖𝑗اختيار الخلية ذات التكلفة الأقل في جدول النقل ونخصص لها الكمية  -1
𝑋𝑖𝑗 = min (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) 

                                                           
  .159حسن ياسين طعمة وآخرون، مرجع سبق ذكره، ص-54
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وفقا للعلاقة السابقة، وهكذا  𝑋𝑖𝑗يتم اختيار الخلية الأقل كلفة من بين الخلايا المتبقية وتخصص لها الكمية  -2
 جميع الكميات المعروضة وبذلك يتم التوصل إلى الحل الأولي.سويق تكرر العملية إلى أن يتم ت

 مثال:
 أوجد الحل الأولي لمشكلة النقل السابقة باستخدام طريقة التكلفة الصغرى.

 الحل:
لب لمطلوبة من قبل مركز الط، لذا نقارن الكمية ا(d1S,1(في الخلية  1نلاحظ أن أقل تكلفة في الجدول هي  -1

1d  1بالكمية المتوفرة لدى المصدرS   1(ونخصص أقل الكميتين للخلية,d1S ): 40)=55,min(40 أي أن ،
 دة وح 15ه عرض مقداره )نشطب الخليتين المتبقيتين(، ويبقى ل 1dقد لبى كل احتياجات المركز  1Sالمصدر 

 مثلما يوضحه الجدول التالي:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(، d2S,3(الخلية  في وهي تقع  3نبحث عن أقل تكلفة ضمن القيم المتبقية في الجدول، فنجدها تساوي -2

تار أقل الكميتين ثم نخ 2Sبالكمية المتاحة لدى المصدر  3dنقارن الكمية التي يحتاجها مركز الطلب 
 45)=45,50(min  ونخصصها للخلية)3,d2S 2  لمصدرا(، نلاحظ أن جميع الكميات المتوفرة لدىS  قد

 حتياجاته.وحدات لتلبية كل ا 5قيمة  3dنفذت )نشطب الخليتين المتبقيتين(، ويتبقى للمركز 
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(، نقارن الكمية التي 2d,1S(لخلية ا وهي تقع في 4أقل تكلفة ضمن القيم المتبقية في الجدول تساوي  -3
 min)035,1=(51  ثم نختار أقل الكميتين  1Sبالكمية المتاحة لدى المصدر  2dيحتاجها مركز الطلب 

 ةفذت )نشطب الخليقد ن 1S  جميع الكميات المتوفرة لدى المصدروبذلك تكون  (،d1S,2(ونخصصها للخلية 
 لم تلبى بعد. ةوحد 51قيمة  2d(، ويتبقى للمركز ةالمتبقي

مع  3Sوفر لدى المصدر هو مت ، لذا نقارن ما(d3S,2(وتقع في الخلية  8التكلفة الأقل التالية تساوي  -4
(، أي أن المصدر d3S,2(للخلية  min)15,20=(15 ونخصص أقل الكميتين   ،2dاحتياجات مركز الطلب 

3S  2قد لبى كل احتياجات المركزd  ات.وحد 5ويبقى له عرض مقداره 
كمية المتبقية لدى المصدر ، نلاحظ أن ال(3d,3S(وتقع في الخلية  5التكلفة الأخيرة ضمن الجدول تساوي  -5

3S  3هي نفسها المتبقية لدى المركزd  3(وحدات للخلية  5لذا نخصص,d3S.) 
ت الداخلة في لمتغيرااعدد  ويتم بذلك تصريف كل الكميات المعروضة وتلبية كل الاحتياجات المطلوبة، كما أن

 ما يلي:وبالتالي نكون قد وصلنا إلى جدول النقل بصيغته النهائية ك،  m+n-1الحل يساوي
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :كما يلينحسب إجمالي التكاليف  

𝑍 = 1 × 40 + 4 × 15 + 3 × 45 + 8 × 15 + 9 × 5 = 400 
 وحدة نقدية مقارنة مع 75نلاحظ أن التكلفة الإجمالية باستخدام طريقة التكلفة الصغرى قد انخفض بمقدار 

 التكلفة الإجمالية باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية.
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وتسمى أيضا بطريقة الجزاء، وتعتبر من أهم الطرق الثلاثة على الإطلاق لما تتميز به  طريقة فوجل التقريبية:-3
زاوية من قدرة للوصول إلى الحل القريب من الحل الأمثل، ونادرا ما تكون طريقتي التكلفة الصغرى وطريقة ال

الشمالية الغربية أفضل من طريقة فوجل، لكن طريقة فوجل تحتاج إلى عمليات حسابية أطول مما تحتاجه الطريقتين 
 :55السابقتين، وتتلخص خطوات أيجاد الحل الأساسي الأولي بهذه الطريقة فيما يلي

تم يوجل حيث فقام بأر حساب الفرق بين أقل تكلفتين في كل سطر وفي كل عمود، تسمى هذه الفروقات -
 وضعها على جانبي الجدول.

 ديد السطر أو العمود الذي يقابله أكبر فرق )أكبر رقم من أرقام فوجل(.تح -
 جات المركز معارن احتيانق، رقالذي يقابله أكبر ف اختيار الخلية ذات التكلفة الأقل في السطر أو العمود -

 ما هو متوفر في المصدر لنأخذ القيمة الأقل.
 راعاة استبعاد، مع محةالمتا السابقة إلى أن نلبي احتياجات جميع مراكز الطلب من المصادر الخطواتنعيد  -

 تشغل أو التي يتم شطبها.الخلايا التي 

 ملاحظة:

في حالة وجود قيمتين عظيمتين من أرقام فوجل فإننا نقارن بين التكلفتين الدنيويتين، ونختار أقل تكلفة مقابلة 
الخلية التي تنتمي إليها، وفي حالة ما إذا كانت هاتين التكلفتين أيضا متساويتين نختار إحداهما لا على شبع ون

، أما إذا كانت من البداية كل أرقام فوجل متساوية في الأسطر والأعمدة في كل المراحل تفشل طريقة 56التعيين
 فوجل ونأخذ طريقة التكلفة الصغرى.

 مثال:

 .فوجلشكلة النقل السابقة باستخدام طريقة أوجد الحل الأولي لم

 الحل:

 لي:ل التانجد الفروقات الأولى في التكلفة للأسطر والأعمدة كما هو مبين في الجدو  -1

 
                                                           

  .219ص، 2009، إثراء للنشر والتوزيع، الأردن، تطبيقات بحوث العمليات في الإدارة صالح مهدي محسن العامري وعواطف إبراهيم الحداد،- 55
  .129راتول محمد، مرجع سبق ذكره، ص - 56
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 العمود فيل تكلفة قألى هو موجود في العمود الأول، وعليه نبحث ع نلاحظ أن أكبر فرق سطريا وعموديا -2
)1d ،)1( فنجد أن للخلية,d1S)  نقارن احتياجات مركز ا1أقل تكلفة وقيمتها هي ،( 1لطلبd مع الكمية )

ؤدي إلى تلبية كل هذه العملية ت، min)40,55=(40 ( ثم نختار أقل الكميتين1Sالمتاحة في المصدر )
 ،1Sفي المصدر  51رض مقدارها )تشطب الخليتين المتبقيتين من الجدول( بينما تبقى قيمة ع 1d ات المركزجاحتيا

 لمشطبة. لوءة واالمم ثم نعيد حساب الفروق الثانية بين التكاليف مرة أخرى مع تجاهل تكاليف الخلايا
 (d2S,3(  الخليةفي 3ي هنلاحظ أن أكبر فرق يقابل السطر الثاني، وأصغر تكلفة على مستوى هذا السطر  -3

تار أقل الكميتين نخ، ثم (2S( مع ما هو متاح من الكميات لدى المصدر (3d(نقارن احتياجات مركز الطلب
45)=50,45(min للخلية  45، يتم تخصيص)3,d2S)وبالتالي جميع الكميات المتوفرة ، ( 2لدى المصدرS )

لبى بعد، ثم نعيد ي( لم 3dوحدات للمركز ) 5قد نفذت )يتم شطب الخليتين المتبقيتين( وبقي احتياج مقداره 
 حساب الفروق الثالثة بين التكاليف مرة أخرى. 

ثاني لأنه يقابل أقل على مستوى العمودين الثاني والثالث، إلا أننا نختار العمود ال 4نلاحظ أن أكبر فرق هو  -4
من الكميات  بقيمع ما هو مت (2d( نقارن احتياجات مركز الطلب (d1S,2( في الخلية 4 ـــتكلفة وتقدر قيمتها ب

الفرق 
4 

الفرق 
3 

الفرق 
  )ia(العرض 1الفرق 2

 3d 2d 1d إلى 
 

 من

/ 1 1 3 55  
5 

15 
4 

40 
1 

1S  
   

/ 1 4 2 45 
45 

3 

 

7 

 

5 2S 

 
   

 

1 / 1 1 20 5 
9 

15 
8 

 
10 

3S 
   

  )jb(الطلب  40 30 50 120 
 

 

 

 

 

 

 1الفرق   4 3 2
 2الفرق   / 3 2
4 

 3الفرق   / 4
 



الخامس: مشكل النقل لمحورا  

 

149 
 

، وبالتالي جميع (d1S,2(للخلية  هاصصونخ، min)305,1=(45، ثم نختار أقل الكميتين (1S(لدى المصدر 
في  ةوحد 51مقداره  طلب( وبقي ةالمتبقي ة( قد نفذت ) يتم شطب الخلي1Sالكميات المتوفرة لدى المصدر )

 .لبى بعدي( لم 3d) العمود الثاني 

مصدر عرض  بب وجوددة بسعند هذه المرحلة من الحل لا نحتاج  لحساب الفرق في التكلفة للأسطر والأعم -5
والتي تساوي  3S السطر في، إذن نبحث عن أقل تكلفة والذي لم تنفذ كل الكميات المتوفرة لديه 3Sواحد وهو 

، ويبقى عرض مقداره 2d مركز الطلبوحدة لتلبية كل احتياجات  15، إذن سيتم تخصيص 2d وتقابل العمود 8
نموذج النقل في  بحوبهذا يص ،3dتلبية كل احتياجات المركز (، ويتم بذلك d3S,3( وحدات يخصص للخلية 5

 صيغته النهائية كما يلي:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ية  ون تكلفة النقل الإجمال، وبموجب الجدول أعلاه تك5وهو  m+n-1عدد الخلايا الداخلة في الحل يساوي إلى 
 كما يلي:

𝑍 = 1 × 40 + 4 × 15 + 3 × 45 + 8 × 15 + 9 × 5 = 400 
 

حدة نقدية مقارنة بطريقة الزاوية و  75الطريقتين الأخيرتين قد حققتا اقتصادا في مجموع التكاليف قدره نلاحظ أن 
 الشمالية الغربية.
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 مرحلة الحل الأمثل: -ب
 ها:يمكن الوصول إلى الحل الأمثل عن طريق إجراء تحسين للحل الأساسي بعدة طرق أهم

 طريقة المسار المغلق )الحجر المتنقل(: -1
تقوم هذه الطريقة على أساس تقييم جميع الخلايا الداخلة الفارغة )المتغيرات غير الأساسية(، لمعرفة مدى مساهمتها 
في تخفيض تكاليف النقل الكلية في حالة تحويلها إلى خلايا ممتلئة )متغيرات أساسية(، ومن أجل اختيار المتغير 

الذي تم التوصل إليه بإحدى طرق المرحلة الأولى،  الأولي للنقل الداخل يتم اختبار الخلايا الفارغة في جدول الحل
   :57تتم عملية الاختبار باستخدام الخطوات التالية

أفقية أو  ة بخطوطمتلئيتم رسم مسار مغلق يبدأ بالخلايا الفارغة ويمر على عدد من الخلايا الم -1
 ين.لى خليتدي عأو عمو  ل اتجاه أفقيعمودية، على أن لا يزيد عدد الخلايا الممتلئة في ك

 لممتلئة، بحيثالخلايا لعاقب بالت -،+،-يبدأ المسار المغلق بإشارة + للخلية الفارغة تعقبها إشارات  -2
قييمها، تفارغة المراد لية الند الخعتقع الخلايا الممتلئة عند الزوايا القائمة للمسار المغلق الذي ينتهي 

 ون تغيير.ا هي بدقى كميا في المسار فإن قيمتها تباو الخلايا الممتلئة الأخرى التي لا تمثل ز 
لفة الحدية ثل التكيث تمحنقوم بحساب التكلفة الحدية للخلايا الفارغة عند زوايا الشكل الناتج،  -3

ليف للخلايا ع التكاا جميحاصل الفرق بين مجموع تكاليف الخلايا ذات الإشارة الموجبة مطروحا منه
 المسار بعد لى زواياعاقعة )نجمع تكاليف جميع الخلايا الو  سار الواحدذات الإشارة السالبة في الم

ن ذلك يعني سالب فإا بالوضع الإشارات عليها(، مع ملاحظة أنه إذا كانت التكلفة الحدية لخلية م
 أن شغل تلك الخلية سيؤدي إلى خفض تكاليف النقل.

 تكرار الخطوات السابقة على جميع الخلايا الفارغة. -4
 :58من أمثلية الحل كما يليالتحقق  -5

 لا.كون أمثلحل ياإذا كانت التكاليف الحدية لكل الخلايا الفارغة موجبة أو صفرية فإن  -
فيض ل في تخلمتمثاإذا كانت هناك تكاليف حدية سالبة فهذا يعني أن إمكانية تحسين الحل  -

 ل.سين الح تحفي التكاليف وارد شريطة اختيار أكبر قيمة سالبة، لأنها تساهم بشكل أكبر

                                                           
  .140-139مرجع سبق ذكره، ص ص  أكرم محمد عرفان المهتدي، -57
  .161مرجع سبق ذكره، ص إبراهيم نائب، إنعام باقية،  -58
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 لمسار المختارئة في الممتلابعد تحديد المسار ذو أكبر تكلفة حدية سالبة، نختار من قيم الخلايا  -
ات لخلايا ذإلى اة (، نضيف الكمي- بإشارةالقيمة الأكثر سلبية )أي أصغر كمية مؤشر عليها 

 الإشارة الموجبة ونطرحها من الخلايا ذات الإشارة السالبة.
 جديد. لحل منالتكلفة الحدية المقابلة لهذا التغيير ونعود لاختبار أمثلية انحسب  -

 
ة طريقة الزاوي ستخدامليه باإلتوضيح هذه الطريقة نقوم بتحسين الحل الأولي الأساسي الممكن الذي تم الوصول 

 ، حيث أن الحل الأولي مبين في الجدول التالي:الشمالية الغربية
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 يتضح من خلال الجدول وجود أربعة خلايا فارغة هي:

).2,d3S  ), )1,d3S  ), )1,d2S ), )3,d1S) 

 دية.فها الحكاليتنحسب  نقوم باختبار أمثلية الحل عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم -1

 ( هو:d1S,3(المسار المغلق للخلية  -

)3,d1S(→) 2,d1S)→ )2,d2S )→ )3,d2S)→ )3,d1S) 

 نرسم المسار في الجدول كما يلي:

  )ia(العرض
 3d 2d 1d إلى 
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 نحسب التكلفة الحدية كما يلي:
σ13 = 5 − 3 + 7 − 4 = 5 

ستفع  3لمركز إلى ا 1لمصدر لو تدخل في الحل الأساسي فإن كل وحدة منقولة من ا (d1S,3( هذا يعني أن الخلية
 وحدات نقدية. 5التكلفة الكلية بـــ 

 ( هو:d2S,1(المسار المغلق للخلية  -

)1,d2S(→) 2,d2S)→ )2,d1S )→ )1,d1S)→ )1,d2S) 
 نرسم المسار في الجدول كما يلي:
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 نحسب التكلفة الحدية كما يلي:

σ21 = 5 − 1 + 4 − 7 = 1 
 .واحدة ستفع التكلفة الكلية بـــوحدة 3ركز إلى الم 1كل وحدة منقولة من المصدر   إذن

 ( هو:d3S,1(المسار المغلق للخلية  -

)1,d3S(→) 3,d3S(  →)3,d2S(→) 2,d2S)→ )2,d1S )→ )1,d1S)→ )1,d3S) 

 نرسم المسار في الجدول كما يلي:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 نحسب التكلفة الحدية كما يلي:

σ31 = 10 − 1 + 4 − 7 + 3 − 9 = 0 
 هذا يعني أن إدخال هذه الخلية إلى الحل الأساسي لن يؤثر على التكلفة الكلية.

 ( هو:d3S,2(المسار المغلق للخلية  -

)2,d3S(→) 3,d3S)→ )3,d2S )→ )2,d2S)→ )2,d3S) 

 نرسم المسار في الجدول كما يلي:
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 نحسب التكلفة الحدية كما يلي:     
σ32 = 8 − 7 + 3 − 9 = −5 

 وحدات نقدية. 5كلية بـــ ستخفض التكلفة ال 2إلى المركز  3كل وحدة منقولة من المصدر هذا يعني أن       
ي تخفيضا للتكلفة لذلك فإن هي التي تعط (d3S,2(سابقا نجد أن الخلية انطلاقا من التكاليف الحدية المحسوبة 

 الأساس شحة للدخول إلىية المر الخل الحل الأساسي الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية غير أمثل، إذن
كلفة حدية بإشارة سالبة ) في حال تساوي أعلى ت(d3S,2(قابلة لأكبر تكلفة حدية سالبة وهي الخلية هي الم

   لخليتين فارغتين نختار إحداهما عشوائيا(.
طرح أصغر قيمة متواجدة على و ( وذلك بإضافة d3S,2(نقوم بإجراء تغييرات على طول المسار المغلق للخلية      

نا القيم يدلحسب المثال  (، وهذا لتجنب إحداث قيم سالبة لبعض المتغيرات،-الزوايا التي تحمل الإشارة )
تخرج من الأساس وتتحول هي التي س 22x، لذلك المتغيرة 2033x ،=1522x=المتواجدة في الزوايا السالبة هي: 

 اث التعديل أدناه:إلى قيمة معدومة بإحد
 

المسار المغلق للخلية 
)2,d3S) 

 )3,d3S) →  )3,d2S) →    )2,d2S)→   )2,d3S)  
   

 + 15- 30+ 20- قيم الخلايا الممتلئة
 15+ 15-15=0 15+30=45 20-15=5 قيم الخلايا بعد التعديل
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 كما يلي:ويكون جدول النقل الثاني بعد إجراء التعديل السابق  
 
 
 
 
 
 
 

 

σ32( هي d3S,2(التكلفة الحدية للخلية بما أن       = ستنخفض بمقدار  الإجماليةلذلك فإن التكلفة  5−
15 × σ32  وحدة نقدية ويمكن التأكد من  400تساوي  الإجمالية، أي التكلفة وحدة نقدية 75، أي بمقدار

 ذلك كما يلي:

𝑍 = 1 × 40 + 4 × 15 + 3 × 45 + 8 × 15 + 9 × 5 = 400 

  فها الحديةب تكاليغة، ثم نحسعن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فار  مرة أخرى نقوم باختبار أمثلية الحل     
 :يلي كما

  )3,d1S(→) 2,d1S)→ )2,d3S )→ )3,d3S)→ )3,d1S) 
σ13 = 5 − 9 + 8 − 4 = 0 

)1,d2S( →)3,d2S( →)3,d3S(→) 2,d3S)→ )2,d1S )→ )1,d1S)→ )1,d2S) 
σ21 = 5 − 1 + 4 − 8 + 9 − 3 = 6 

)2,d2S(→) 2,d3S)→ )3,d3S )→ )3,d2S)→ )2,d2S) 
σ22 = 7 − 3 + 9 − 8 = 5 

)1,d3S(→) 2,d3S)→ )2,d1S )→ )1,d1S)→ )1,d3S) 
σ31 = 10 − 1 + 4 − 8 = 5 

 بما أن كل التكاليف الحدية موجبة إذن الحل أمثل.     
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 طريقة التوزيع المعدلة: -2

هدف هذه الطريقة لا يختلف عن هدف طريقة المسار المغلق والمتمثل في تقييم الفعالية الاقتصادية  إن   
للمسارات غير المستخدمة لإظهار تأثيرها في حالة استخدامها أملا في تحقيق الحل الأمثل، إلا أن ما يميز هذه 

 رسم جميع المسارات المغلقة، مما ينتج عنه اختصارا في الوقت والجهد ويتم الطريقة عن السابقة هو عدم الحاجة إلى
 :59إتباع الخطوات التالية لاستخدام هذه الطريقة

 (.jvه مقابل )( يوضع لj( ولكل عمود )iu( في جدول النقل يتم وضع مقابل له هو )iلكل سطر ) -1

 (غيرات أساسية لئة )متيا ممتإلى خلا الأولي الأساسييتم تجزئة الخلايا الواردة في جدول النقل عند الحل  -2
 وخلايا فارغة ) متغيرات غير أساسية (.

 لجميع الخلايا الممتلئة يتم وضع العلاقة الرياضية: -3

𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 

 يتم حساب التكلفة الحدية لكل خلية فارغة وذلك وفقا للعلاقة: -4

𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 

انت هناك كإذا  ما أ، فريةصالتكاليف الحدية لكل الخلايا الفارغة موجبة أو  أمثلا إذا كانتيكون الحل  -5
حسب  ي عملية النقللق ونجر ها المغثم نرسم مسار أكبر قيمة سالبة،  نختار الخلية التي تقابلهاتكاليف حدية سالبة 

لية التي يكون فقط للخ المغلق لمسارأن رسم اما تم التطرق إليه سابقا في طريقة المسار المغلق، الفرق هنا يكمن في 
 سوف تدخل إلى الحل وليس لجميع الخلايا الفارغة.

وصول إليه ي تم اللممكن الذالحل الأولي الأساسي ا نطبق الخطوات السابقة على جدوللتوضيح هذه الطريقة    
 الي:ل التباستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية، حيث أن الحل الأولي مبين في الجدو 

 
                                                           

  .170جهاد صياح بني هاني، مرجع سبق ذكره، ص  -59
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 (.jv( ولكل عمود نضع له مقابل )iuلكل سطر في الجدول أعلاه نضع له مقابل هو ) -1

𝑢𝑖لجميع الخلايا الممتلئة يتم تطبيق العلاقة الرياضية  -2 + 𝑣𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 فنحصل على خمس معادلات بها ،
 يلي: تساوي صفر فنحصل على ما 1uست مجاهيل لذلك لا يمكن حلها، وعليه نفرض بأن قيمة 

→ 𝑢1 + 𝑣1 = 1 ⇒ 𝑣1 = 1 )1,d1S) 
→ 𝑢1 + 𝑣2 = 4 ⇒ 𝑣2 = 4 )2,d1S) 

→ 𝑢2 + 𝑣2 = 7 ⇒ 𝑢2 + 4 = 7 ⇒ 𝑢2 = 3 )2,d2S)   
→ 𝑢2 + 𝑣3 = 3 ⇒ 3 + 𝑣3 = 3 ⇒ 𝑣3 = 0 )3,d2S) 
→ 𝑢3 + 𝑣3 = 9 ⇒ 𝑢3 + 0 = 9 ⇒ 𝑢3 = 9 )3,d3S) 

𝜎𝑖𝑗 نقوم بحساب التكلفة الحدية لكل خلية فارغة وذلك وفقا للعلاقة  -3 = 𝑐𝑖𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 فنحصل ،
 على:

→ 𝜎13 = 𝑐13 − 𝑢1 − 𝑣3 = 5 − 0 − 0 = 5 )3,d1S) 
→ 𝜎21 = 𝑐21 − 𝑢2 − 𝑣1 = 5 − 3 − 1 = 1 )1,d2S) 
→ 𝜎31 = 𝑐31 − 𝑢3 − 𝑣1 = 10 − 9 − 1 = 0 )1,d3S) 
→ 𝜎32 = 𝑐32 − 𝑢3 − 𝑣2 = 8 − 9 − 4 = −5 )2,d3S) 

 3V 2V 1V 
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الخلية تساهم في تخفيض  سالبة، هذا يعني أن هذه (d3S,2( يتضح مما تقدم أن التكلفة الحدية للخلية     
 لي:يالتكلفة الإجمالية للنقل لذلك يتم إدخالها للحل،  وتنظيم مسارها المغلق كما 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ة    تحمل الإشار ايا التية على الزو بعد تنفيذ التعديلات على قيم المسار وذلك بإضافة وطرح أصغر قيمة متواجد     
 لتالي:، نحصل على القيم الجديدة للكميات كما هو مبين في الجدول ا15( وهي القيمة -)
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1uقيمة  أن بافتاض jv و iuمن أجل التحقق أن الحل أمثل يتم إعادة الحل مرة أخرى بإيجاد قيم كل من      
 لي:حو التاعلى الن الحدية لكل خلية فارغةالتكلفة ، وإيجاد الخلايا الممتلئةباستخدام  تساوي صفر
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 :الخلايا الممتلئة
→ 𝑢1 + 𝑣1 = 1 ⇒ 𝑣1 = 1 )1,d1S) 
→ 𝑢1 + 𝑣2 = 4 ⇒ 𝑣2 = 4 )2,d1S) 

→ 𝑢3 + 𝑣2 = 8 ⇒ 𝑢3 + 4 = 8 ⇒ 𝑢3 = 4 )2,d3S) 
→ 𝑢3 + 𝑣3 = 9 ⇒ 4 + 𝑣3 = 9 ⇒ 𝑣3 = 5 )3,d3S) 
→ 𝑢2 + 𝑣3 = 3 ⇒ 𝑢2 + 5 = 3 ⇒ 𝑢2 = −2 )3d,2S) 

 للخلايا الفارغة:التكلفة الحدية 
→ 𝜎13 = 𝑐13 − 𝑢1 − 𝑣3 = 5 − 0 − 0 = 5 )3,d1S) 

→ 𝜎21 = 𝑐21 − 𝑢2 − 𝑣1 = 5 − (−2) − 1 = 6 )1,d2S) 
→ 𝜎22 = 𝑐22 − 𝑢2 − 𝑣2 = 7 − (−2) − 4 = 5 )2,d2S) 
→ 𝜎31 = 𝑐31 − 𝑢3 − 𝑣1 = 10 − 4 − 1 = 5 )1,d3S) 

، وبذلك مثللأاو الحل هول الأخير الذي تم التوصل إليه في الجد بما أن كل التكاليف الحدية موجبة إذن الحل     
 ي:السلع من المصادر الثلاث إلى المراكز الثلاث هلنقل تكلفة تكون أقل 

𝑍 = 1 × 40 + 4 × 15 + 3 × 45 + 8 × 15 + 9 × 5 = 400 
 وهو نفس الحل الذي تم التوصل إليه عند تطبيق طريقة المسار المغلق.

 : الحالات الخاصة في مشكلة النقلثالثا

مكن من دف التة خاصة، بهمعالجقد تواجهنا أثناء حل مشكلات النقل المختلفة بعض الحالات التي تتطلب      
 لنقل:اصياغة المشكلة وفقا لمتطلبات نموذجها الرياضي، وفيما يلي الحالات الخاصة في 

سيا وهو رطا أساشتطلب يإن إيجاد الحل الأساسي الأولي والحل الأمثل عدم تساوي العرض مع الطلب:  -أ
 تساوي العرض مع الطلب أي:

∑𝑎𝑖  

𝑚

𝑖=1

  =   ∑𝑏𝑗 

𝑛

𝑗=1

       

غير أنه عمليا يصعب تحقق هذا الشرط، إذ يكون إما العرض أكبر من الطلب أو العكس، وفي هذه الحالة ينبغي 
 :60يلي العمل على توفير هذا الشرط تحايلا كما

                                                           
  .135محمد راتول، مرجع سبق ذكره، ص - 60
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ة، حيث المسأل جدول ينبغي إضافة مصدر )سطر( خيالي )وهمي( إلىحالة العرض أقل من الطلب: -1
لمصدر إلى ن هذا املنقل انفتض أن الكمية التي يعرضها هي قيمة الفرق بين الطلب والعرض، وتكاليف 

 جميع المراكز نفتضها معدومة. 

فتض نحيث ة، المسأل ( خيالي إلى جدولعمود) مركزينبغي إضافة من الطلب: أكبرحالة العرض  -2
المركز  هذار إلى مصدأي ن م، وتكاليف النقل والطلب العرضهي قيمة الفرق بين  يطلبهاأن الكمية التي 

 نفتضها معدومة. 

 :ملاحظة

 .ةفي الحالتين نقوم بإيجاد الحل الأساسي الأولي ثم الحل الأمثل بصفة عادي     

 ض وطاقات استقبال كلجهات مختلفة، كميات العر مخازن في  3مؤسسة لديها مصنعين للإنتاج تمون :1مثال
 تالي:مخزن وتكاليف نقل الوحدة الواحدة من كل مصنع إلى كل مخزن مبينة في الجدول ال

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 المطلوب:
 إيجاد الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية.-1
 إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة المسار المغلق.-2
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 الحل:

 ( أي أن: 840( أكبر من الطلب )920نلاحظ من خلال جدول النقل بأن العرض )     

∑𝑎𝑖 

𝑚

𝑖=1

  > ∑𝑏𝑗 

𝑛

𝑗=1

       

الكمية المطلوبة له تساوي الفرق بين العرض  4d لذلك نستكمل الجدول بإضافة مركز طلب وهمي رابع      
 4dإلى المركز  2S و 1S، ونعتبر أن تكاليف نقل الوحدة الواحدة من المصدرين 920-840=80والطلب أي 

 تساوي صفر، وبذلك يكون الطلب مساويا للعرض مثلما يوضحه الجدول التالي:

 
 
 
 
 
 
 
 

 يلي: الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية يكون كما
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   التكلفة الإجمالية هي:
𝑍 = 4 × 320 + 8 × 80 + 4 × 200 + 20 × 240 + 0 × 80 = 7520 

 :ر المغلقطريقة المساإيجاد الحل الأمثل باستخدام محقق لذلك يمكن  m+n-1نلاحظ أن الشرط 
 خلايا فارغة هي: ثلاثيتضح من خلال الجدول وجود 

.  )1,d2S  ), )4,d1S ), )3,d1S) 
 كما يلي: نقوم باختبار أمثلية الحل عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم نحسب تكاليفها الحدية -

σ13  ←تدخل إلى الحل (d1S,3(الخلية  = 12 − 20 + 4 − 8 = −12 
σ14 = 0 − 0 + 4 − 8 = −4  
σ21 = 16 − 4 + 8 − 4 = 16 

 كما يلي:  المناسبويكون جدول النقل الثاني بعد إجراء التعديل 
 
 
 
 
 
 
 
 

     
على ها الحدية تكاليف  نحسبثمنقوم باختبار أمثلية الحل مرة أخرى عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة،  

 :النحو الآتي
σ12 = 8 − 12 + 20 − 4 = 12 
σ14 = 0 − 0 + 20 − 12 = 8 
σ21 = 16 − 4 + 12 − 20 = 4 
ة للنقل كلفة الإجماليقيمة التو ثل، بما أن كل التكاليف الحدية موجبة إذن الحل الذي تم التوصل إليه هو الحل الأم

 هي:
𝑍 = 4 × 320 + 12 × 80 + 4 × 280 + 20 × 160 + 0 × 80 = 6560 
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 لتالي:لجدول اوضحه اافتض أن الكميات في جدول النقل في المثال السابق تغيرت وأصبحت كما ي :2مثال
 
 
 
 
 
 
 
 

 المطلوب:

 إيجاد الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية.-1

 إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة المسار المغلق.-2

 الحل:

 ( أي أن: 1080من الطلب ) أقل( 920نلاحظ من خلال جدول النقل بأن العرض )

∑𝑎𝑖 

𝑚

𝑖=1

<∑𝑏𝑗 

𝑛

𝑗=1

       

أي  والعرض الطلبق بين تساوي الفر  فيه المعروضةالكمية  3Sوهمي مصدر إنتاج لذلك نستكمل الجدول بإضافة 
تساوي  ز الثلاثاكإلى المر  3S  ، ونعتبر أن تكاليف نقل الوحدة الواحدة من المصدر920-1080=160

 صفر، وبذلك يكون الطلب مساويا للعرض مثلما يوضحه الجدول التالي:
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 الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية يكون كما يلي:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 التكلفة الإجمالية هي:  
𝑍 = 4 × 320 + 8 × 80 + 4 × 280 + 20 × 240 + 0 × 160 = 7840 

 ار المغلق:إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة المسمحقق لذلك يمكن  m+n-1نلاحظ أن الشرط 
 خلايا فارغة هي: أربع يوجد

. )2,d3S ), )1,d3S  ), )1,d2S ), )3,d1S) 
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كما يلي:  نقوم باختبار أمثلية الحل عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم نحسب تكاليفها الحدية -
σ13  ←( تدخل إلى الحلd1S,3(الخلية  = 12 − 20 + 4 − 8 = −12  

σ21 = 16 − 4 + 8 − 4 = 16  
σ31 = 0 − 4 + 8 − 4 + 20 − 0 = 20 

σ32 = 0 − 4 + 20 − 0 = 16 
 الثاني بعد إجراء التعديل المناسب كما يلي:ويكون جدول النقل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 دية على النحوفها الحب تكاليأمثلية الحل مرة أخرى عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم نحسنختبر  -

 الآتي:
σ12 = 8 − 12 + 20 − 4 = 12 
σ21 = 16 − 20 + 12 − 4 = 4 
σ31 = 0 − 4 + 12 − 0 = 8 
σ32 = 0 − 4 + 20 − 0 = 16 

ية تكلفة الإجمالقيمة الو لأمثل، االتكاليف الحدية موجبة إذن الحل الذي تم التوصل إليه هو الحل قيم بما أن كل 
 للنقل هي:

𝑍 = 4 × 320 + 12 × 80 + 4 × 360 + 20 × 160 + 0 × 160 = 6880 
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، ويمكن أن m+n-1 تعني بأن عدد المتغيرات الداخلة في أي حل أساسي لا تساويحالة الانحلال:  -ب
تحدث هذه الحالة في الحل الأولي أو أي حل محسن بعد الحل الأولي، حيث ينتج عن عدم تحقق الشرط المذكور 

ولا نستطيع بالتالي حساب  jvو iuالمسار المغلق للخلايا الفارغة، ولن نتمكن من حساب قيم  إيجاد إمكانيةعدم 
ذه المشكلة عن طريق افتاض إحدى الخلايا الفارغة بأنها خلية ويتم معالجة هالتكاليف الحدية للخلايا الفارغة، 

 :61فيها تساوي صفر، وهناك مجموعة من الأسس التي تحكم عملية اختيار هذه الخلية من أهمها ijxممتلئة قيمة 
 اختيار الخلية ذات أقل تكلفة. -1
الحال عند استخدام طريقة  للأسطر والأعمدة كما هو jvو  iuاختيار الخلية التي قد تساعد في إيجاد قيم  -2

 التوزيع المعدل.
المسار وزيع المعدل و قتي التات طرياختيار الخلية التي قد تساعد في تكوين زوايا الممرات المغلقة وفقا لمتطلب -3

 المغلق.
 تطلبات الحل،ئمتها لمة ملالا يوجد هناك قاعدة ثابتة لتفضيل أي من هذه الأسس على غيرها سوى مقدار وطبيع
صل في بعض ختيار تة الاولا تأخذ هذه الخلية صفة الثبات حيث يمكن تغييرها حسب الحاجة، لذلك فإن عملي

 الأحيان إلى ما يشبه طريقة التجربة والخطأ. 
 مثال: 

ن مصادر ملواحدة قل الوحدة انأدناه يبين المعطيات المتعلقة بالطاقة الإنتاجية والطلب وتكلفة الجدول      
 الإنتاج إلى مراكز الطلب الخاصة بمؤسسة معينة.

 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           
  .236محمد أحمد الطراونة وسليمان خالد عبيدات، مرجع سبق ذكره، ص - 61
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 المطلوب:
 إيجاد الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية.-1
 إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة المسار المغلق.-2
 الحل:

 الشمالية الغربية يكون كما يلي:الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية  -1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 التكلفة الإجمالية هي:  
𝑍 = 10 × 100 + 8 × 40 + 6 × 60 + 4 × 40 + 2 × 20 = 1880 

باستخدام د الحل الأمثل إيجا، لذلك يمكن m+n-1وهو يحقق الشرط  5عدد الخلايا الممتلئة يساوي نلاحظ أن 
 .طريقة المسار المغلق

 إيجاد الحل الأمثل: -2
 فارغة هي:اللايا الخ

 .)2,d3S ),   )1,d3S  ), )1,d2S ), )3,d1S) 
 كما يلي:  نقوم باختبار أمثلية الحل عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم نحسب تكاليفها الحدية -

σ13 = 4 − 4 + 6 − 8 = −2 
σ21 = 12 − 10 + 8 − 6 = 4  

σ31  ←دخل إلى الحلت( d3S,1(الخلية  = 2 − 10 + 8 − 6 + 4 − 2 = −4  
σ32 = 10 − 6 + 4 − 2 = 6 
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 ويكون جدول النقل الثاني بعد إجراء التعديل المناسب كما يلي:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
و دية على النحيفها الحب تكالنختبر أمثلية الحل مرة أخرى عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم نحس -

 الآتي:
σ13  ←( تدخل إلى الحل d1S,3(الخلية  = 4 − 4 + 6 − 8 = −2 

σ21 = 12 − 10 + 8 − 6 = 4  
σ32 = 10 − 8 + 10 − 2 = 10 

σ33 = 2 − 2 + 10 − 8 + 6 − 4 = 4 
 ويكون جدول النقل بعد إجراء التعديل المناسب كما يلي:
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لا  4لذا فإن عدد الخلايا الممتلئة يساوي  ،23xو 12x نلاحظ من خلال الجدول خروج متغيرين من الحل هما

، وهذا يعني أننا أمام حالة خاصة هي الانحلال، ويتم معالجة هذه المشكلة عن طريق m+n-1=5يحقق الشرط 

فيها تساوي صفر، ويفضل اختيار الخلية ذات التكلفة الأقل  ijxافتاض إحدى الخلايا الفارغة خلية ممتلئة، قيمة 

 ( كما هو مبين في الجدول أدناه:d2S,3(ولتكن 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ها الحدية علىتكاليف  نحسبيتم اختبار أمثلية الحل مرة أخرى عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم -
 النحو الآتي:

σ12 = 8—6+ 4 − 4 = 2 
σ21 = 12 − 10 + 4 − 4 = 2 

σ32 = 10 − 2 + 0 − 4 + 4 − 6 = 12 
σ33 = 2 − 2 + 10 − 4 = 6 

 :لنقل هيالية لقيم التكاليف الحدية موجبة إذن الحل أمثل، وقيمة التكلفة الإجمجميع  نلاحظ أن

𝑍 = 10 × 80 + 4 × 60 + 6 × 100 + 4 × 0 + 2 × 20 = 1680 
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 التمرين الأول:

ثلاجة، ترغب  40نها ، الطاقة الإنتاجية لكل م1S ،2S ،3S لصناعة الثلاجات ثلاثة مصانع مؤسسةتمتلك 
، حيث كان حجم الطلب 1d ،2d ،3dالشركة في توزيع إنتاجها من الثلاجات على ثلاثة مراكز تسويق تابعة لها 

، 1dمن  إلى كل 1Sة من ، ثلاجة على التوالي، تكلفة نقل الثلاجة الواحد30، 30، 60لكل مركز تسويق هو 

2d ،3d  2من وحدة نقدية على التوالي، و  20، 12، 10هيS  1إلى كل منd ،2d ،3d  16، 24، 18هي 
 .ية على التواليوحدة نقد 11، 22، 14هي  1d ،2d ،3dإلى كل من  3Sمن  وحدة نقدية على التوالي، و

 المطلوب:

 تشكيل جدول النقل الخاص بهذه المشكلة. -1

 صياغة نموذج البرمجة الخطية لمشكلة النقل. -2

 الحل الأساسي باستخدام الطرق الثلاثة. إيجاد -3

 لصغرى.لفة ابإتباع طريقة المسار المغلق أوجد الحل الأمثل للمشكلة باعتماد طريقة التك -4

 لصغرى.اكلفة بإتباع طريقة التوزيع المعدل أوجد الحل الأمثل للمشكلة باعتماد طريقة الت -5

 الحل:
 تشكيل جدول النقل: -1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 :صياغة نموذج البرمجة الخطية لمشكلة النقل -2
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 متغيرات القرار :xij   9وتمثل عدد الثلاجات المنقولة من المصانع الثلاث إلى المراكز الثلاث وعددها. 
 :دالة الهدف 

MINZ = 10x11 + 12x12 + 20x13 + 18x21 
+24x22 + 16x23 + 14x31 + 22x32 + 11x33 

 

 القيود: 
 قيود العرض:-

x11 + x12 + x13 = 40 
x21 + x22 + x23 = 40 
x31 + x32 + x33 = 40 

 قيود الطلب:-

x11 + x21 + x31 = 60 
x12 + x22 + x32 = 30 
x13 + x23 + x33 = 30 

xij ≥ 0 
 :إيجاد الحل الأساسي باستخدام الطرق الثلاثة -3

 طريقة الزاوية الشمالية الغربية: -أ
 
 
 
 
 
 
 
 
 

التكلفة  قيمة 
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 الإجمالية للنقل هي:

𝑍 = 10 × 40 + 18 × 20 + 24 × 20 + 10 × 22 + 11 × 30 = 1790 

 .m+n-1=5وهي تحقق الشرط  5نلاحظ أن عدد المتغيرات الداخلة في الحل تساوي 

 طريقة التكلفة الصغرى:-ب

 نحصل على جدول الحل الأولي التالي والذي تظهر فيه جميع مراحل إيجاده: طريقة التكلفة الصغرىباستخدام 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 قيمة التكلفة الإجمالية للنقل هي:

𝑍 = 10 × 40 + 18 × 10 + 24 × 30 + 14 × 10 + 11 × 30 = 1770 

 .m+n-1=5وهي تحقق الشرط  5نلاحظ أن عدد المتغيرات الداخلة في الحل تساوي 
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 فوجل التقريبية:طريقة -ج

 يبين الجدول التالي خطوات النقل بهذه الطريقة:

 قيمة التكلفة الإجمالية للنقل هي:

𝑍 = 10 × 10 + 12 × 30 + 18 × 40 + 14 × 10 + 11 × 30 = 1650 
 .m+n-1=5وهي تحقق الشرط  5نلاحظ أن عدد المتغيرات الداخلة في الحل تساوي 

 :لصغرىاكلفة باعتماد طريقة التو  إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة المسار المغلق -4

 هو: طريقة التكلفة الصغرىجدول النقل باستخدام 
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 2الفرق   4 / 5
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 الخلايا الفارغة هي:
 .)2,d3S ),   )3,d2S  ), )3,d1S ), )2,d1S) 

 كما يلي:  يةها الحدكاليفتنقوم باختبار أمثلية الحل عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم نحسب  -
σ12 = 12 − 24 + 18 − 10 = −4 
σ13 = 20 − 11 + 14 − 10 = 13  
σ23 = 16 − 11 + 14 − 18 = 1 
σ32 = 22 − 14 + 18 − 24 = 2 

لفة ية تساهم في تخفيض التك( سالبة، هذا يعني أن هذه الخلd1S,2( يتضح مما تقدم أن التكلفة الحدية للخلية
 كما يلي:  لقالمغها ق مسار ثم نقوم بإجراء عملية النقل عن طري الإجمالية للنقل لذلك يتم إدخالها للحل، 

 
المسار المغلق للخلية 

)2,d1S) 
) 1,d1S) → ) 1,d2S) →   ) 2,d2S)→  ) 2,d1S)  

   
 + 30- 10+ 40- قيم الخلايا الممتلئة

 30+ 30-30=0 10+30=40 40-30=10 قيم الخلايا بعد التعديل
 

هي و ( -ل الإشارة )لتي تحمايا ابعد تنفيذ التعديلات على قيم المسار بإضافة وطرح أصغر قيمة متواجدة على الزو 
 ، نحصل على القيم الجديدة للكميات كما هو مبين في الجدول التالي:30القيمة 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
و دية على النحيفها الحب تكالنختبر أمثلية الحل مرة أخرى عن طريق رسم مسار مغلق لكل خلية فارغة، ثم نحس -

 الآتي:
 

  )ia(العرض
 3d 2d 1d إلى 

 

 من

40  
20 

30 
12 

10 
10 

1S  
   

40 
 

16 

 

24 

40 

18 2S 

 
   

 

40 30 
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14 

3S 
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Min(30,40)=
30 
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σ13 = 20 − 11 + 14 − 10 = 13  
σ22 = 24 − 18 + 10 − 12 = 4  
σ23 = 16 − 11 + 14 − 18 = 1 
σ32 = 22 − 14 + 10 − 12 = 6 

لأمثل، وبذلك او الحل هخير بما أن كل التكاليف الحدية موجبة إذن الحل الذي تم التوصل إليه في الجدول الأ
 تكون أقل تكلفة لنقل السلع من المصادر الثلاث إلى المراكز الثلاث هي:

𝑍 = 10 × 10 + 12 × 30 + 18 × 40 + 14 × 10 + 11 × 30 = 1650 
أي بفرق ، د الحل الأمثلعنوحدة نقدية  1650إلى  عند الحل الأولي وحدة نقدية 1770من تم تخفيض التكلفة 

 .تقريبيةفوجل ال وحدة نقدية، وهي نفس النتيجة التي تم التوصل إليها باستخدام طريق 012مقداره 

 :لصغرىاتكلفة باعتماد طريقة الالتوزيع المعدل و إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة  -5

لعلاقة  انضع  حيث ،باستخدام جدول التكلفة الصغرى نقوم باختبار إذا كان الحل أمثلا أم هو قابل للتحسين
𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 = 𝑐𝑖𝑗  بافتاض لجميع الخلايا الممتلئة𝑢1 =  يلي: فنحصل على ما 0

→ 𝑢1 + 𝑣1 = 10 ⇒ 𝑣1 = 10 )1,d1S) 
→ 𝑢2 + 𝑣1 = 18 ⇒ 𝑢2 = 8 )1,d2S) 
→ 𝑢2 + 𝑣2 = 24 ⇒ 𝑣2 = 16 )2,d2S) 
→ 𝑢3 + 𝑣1 = 14 ⇒ 𝑢3 = 4 )1,d3S) 
→ 𝑢3 + 𝑣3 = 11 ⇒ 𝑣3 = 7 )3,d3S) 

𝜎𝑖𝑗 نقوم بحساب التكلفة الحدية لكل خلية فارغة وفقا للعلاقة  = 𝑐𝑖𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗:فنحصل على ، 

→ 𝜎12 = 𝑐12 − 𝑢1 − 𝑣2 = 12 − 0 − 16 = −4 )2,d1S) 
→ 𝜎13 = 𝑐13 − 𝑢1 − 𝑣3 = 20 − 0 − 7 = 13 )3,d1S) 
→ 𝜎23 = 𝑐23 − 𝑢2 − 𝑣3 = 16 − 8 − 7 = 1 )3,d2S) 
→ 𝜎32 = 𝑐32 − 𝑢3 − 𝑣2 = 22 − 4 − 16 = 2 )2,d3S) 

لفة ية تساهم في تخفيض التك( سالبة، هذا يعني أن هذه الخلd1S,2( يتضح مما تقدم أن التكلفة الحدية للخلية
 الإجمالية للنقل لذلك يتم إدخالها للحل،  وتنظيم مسارها المغلق كما يلي:
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بعد تنفيذ التعديلات على قيم المسار وذلك بإضافة وطرح أصغر قيمة متواجدة على الزوايا التي تحمل الإشارة      

 القيم الجديدة للكميات كما هو مبين في الجدول التالي:، نحصل على 30( وهي القيمة -)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 1uقيمة  أن بافتاض jv و iuمن أجل التحقق أن الحل أمثل يتم إعادة الحل مرة أخرى بإيجاد قيم كل من     

 الي:نحو التعلى ال الحدية لكل خلية فارغة التكلفة، وإيجاد الخلايا الممتلئةباستخدام  تساوي صفر

  )ia(العرض
 3d 2d 1d إلى 
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20  12 40 10 

1S  
   

40 
 

16 30 24 10 18 2S 
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 :الخلايا الممتلئة
→ 𝑢1 + 𝑣1 = 10 ⇒ 𝑣1 = 10 )1,d1S) 
→ 𝑢1 + 𝑣2 = 12 ⇒ 𝑣2 = 12 )2,d1S) 
→ 𝑢2 + 𝑣1 = 18 ⇒ 𝑢2 = 8 )1,d2S) 
→ 𝑢3 + 𝑣1 = 14 ⇒ 𝑢3 = 4 )1,d3S) 
→ 𝑢3 + 𝑣3 = 11 ⇒ 𝑣3 = 7 )3,d3S) 

  للخلايا الفارغة:التكلفة الحدية 
→ 𝜎13 = 𝑐13 − 𝑢1 − 𝑣3 = 20 − 0 − 7 = 13 )3,d1S) 
→ 𝜎22 = 𝑐22 − 𝑢2 − 𝑣2 = 24 − 8 − 12 = 4 )2,d2S) 
→ 𝜎23 = 𝑐23 − 𝑢2 − 𝑣3 = 16 − 8 − 7 = 1 )3,d2S) 
→ 𝜎32 = 𝑐32 − 𝑢3 − 𝑣2 = 22 − 4 − 12 = 6 )2,d3S) 

، وبذلك مثللأاو الحل هول الأخير الذي تم التوصل إليه في الجد بما أن كل التكاليف الحدية موجبة إذن الحل     
 المصادر الثلاث إلى المراكز الثلاث هي:السلع من لنقل تكون أقل تكلفة 

𝑍 = 10 × 10 + 12 × 30 + 18 × 40 + 14 × 10 + 11 × 30 = 1650 

 التمرين الثاني:
مؤسسة لها ثلاثة مصانع مكلفة بتموين ثلاثة مخازن في جهات متباعدة، إذا علمت أن كميات عرض كل 

مخزن مبينة في الجدول مصنع وطاقات استقبال كل مخزن، وتكاليف نقل الوحدة الواحدة من كل مصنع إلى كل 
 أدناه:

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 إلى ia(  3d 2d 1d(العرض
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 المطلوب:

 بطريقة التكلفة الصغرى وأسلوب التوزيع المعدل. أوجد أفضل خطة للنقل-

 الحل: 

، 20وع العرض أقل من مجموع الطلب لذلك نضيف مصدر وهمي بعرض قيمته منلاحظ أن مج 
 بتكاليف نقل صفرية مثلما يوضحه الجدول التالي:و 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

والذي تظهر فيه مختلف  دناهأباستخدام طريقة التكلفة الصغرى نحصل على جدول الحل الأساسي  
نجد أن السطر والعمود يتشبعان في آن  (d3S,3(لعل ما يلفت الانتباه أنه عند الوصول إلى الخلية ، مراحل إيجاده

في نفس الوقت، وبالتالي عدد الخلايا  3ونفاذ الكمية المتاحة في المصدر  3واحد )يتم تلبية احتياجات المركز 
(، وهي حالة تقودنا إلى انحلال الحل لذلك يجب - 6يساوي – m+n-1لا يحقق الشرط  -5يساوي -الممتلئة 

فيها تساوي صفر، نختار   xijتشبيع سطر أو عمود فقط، ومنه نفتض إحدى الخلايا الفارغة خلية ممتلئة قيمة 
 كما هو مبين في الجدول التالي:  6وبذلك يكون عدد الخلايا الممتلئة يساوي  (d3S,2(الخلية 
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 :قة التوزيع المعدليالحل إذا كان أمثلا أم هو قابل للتحسين بطر  نختبر

𝑢𝑖لعلاقة  انضع   + 𝑣𝑗 = 𝑐𝑖𝑗  بافتاض لجميع الخلايا الممتلئة𝑢1 =  يلي: فنحصل على ما 0

→ 𝑢1 + 𝑣1 = 1 ⇒ 𝑣1 = 1 )1,d1S) 
→ 𝑢1 + 𝑣2 = 2 ⇒ 𝑣2 = 2 )2,d1S) 
→ 𝑢2 + 𝑣2 = 6 ⇒ 𝑢2 = 4 )2,d2S) 
→ 𝑢3 + 𝑣2 = 8 ⇒ 𝑢3 = 6 )2,d3S) 
→ 𝑢3 + 𝑣3 = 4 ⇒ 𝑣3 = −2 )3,d3S) 
→ 𝑢4 + 𝑣2 = 0 ⇒ 𝑢4 = −2 )2,d4S) 

𝜎𝑖𝑗 نقوم بحساب التكلفة الحدية لكل خلية فارغة وفقا للعلاقة  = 𝑐𝑖𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 فنحصل ،
 على:

 باقي باقي
  )ia(العرض

 3d 2d 1d إلى 
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→ 𝜎13 = 𝑐13 − 𝑢1 − 𝑣3 = 3 − 0 + 2 = 5 )3,d1S) 
→ 𝜎21 = 𝑐21 − 𝑢2 − 𝑣1 = 5 − 4 − 1 = 0 )1,d2S) 
→ 𝜎23 = 𝑐23 − 𝑢2 − 𝑣3 = 7 − 4 + 2 = 5 )3,d2S) 
→ 𝜎31 = 𝑐31 − 𝑢3 − 𝑣1 = 9 − 6 − 1 = 2 )1,d3S) 
→ 𝜎41 = 𝑐41 − 𝑢4 − 𝑣1 = 0 + 2 − 1 = 1 )1,d4S) 
→ 𝜎43 = 𝑐43 − 𝑢4 − 𝑣3 = 0 + 2 + 2 = 4 )3,d4S) 

ويكون بذلك جدول  الأمثل،بما أن كل التكاليف الحدية موجبة إذن الحل الذي تم التوصل إليه هو الحل 
 الحل الأمثل كما يلي:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 للنقل هي:  أقل تكلفة إذن

𝑍 = 1 × 50 + 2 × 10 + 6 × 20 + 8 × 0 + 4 × 30 + 0 × 20 = 310 
 تمارين للحل

 التمرين الأول:
يث أن ح ثلاثة دول، يسية إلىانئ رئنوع من أنواع التمور انطلاقا من ثلاثة مو يقوم الديوان الوطني للتمور بتسويق 

 حسب الموانئ هي:الكميات الممكن تصديرها 
 طن. 80ميناء الجزائر: الكميات الممكن تصديرها عبره هي -
 طن. 40ميناء وهران: الكميات الممكن تصديرها عبره هي -
 طن. 60ميناء عنابة: الكميات الممكن تصديرها عبره هي -

 إلى ia(  3d 2d 1d(العرض
 
 من

60  3 10 2 50 1 1S  
   

20  7 20 6  5 2S 
    

 30 30 4 0 8  9 
3S 

   
20  0 20 0  0 4S    
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 أما كميات الطلب لكل دولة فهي:

 طن. 70الولايات المتحدة الأمريكية: حجم الطلب هو -
 طن. 70كندا: حجم الطلب هو -
 طن. 40استاليا: حجم الطلب هو -

تكلفة نقل القنطار الواحد من التمور بالدولار الأمريكي من كل ميناء إلى كل دولة مستوردة موضحة في الجدول 
 التالي:

  و م أمريكية كندا أستاليا
 ميناء الجزائر 5 6 7

 ميناء وهران 9 5 11
 ميناء عنابة 13 12 8

 

 نة.قل تكلفة ممكبأنتجاته دير مإلى الدول المستوردة وهدفه هو تص إذا كان الديوان هو الذي يتولى نقل المنتوج

 المطلوب:

 .أكتب البرنامج الرياضي للمسألة -1
لمتوقع البواخر عدد ا باخرة واحدة ما هو إذا خصص لكل كمية منقولة من كل ميناء إلى كل دولة  -2

 وضح. ،تصديره لنقل هذه الكميات
 .أوجد الحل الأساسي بالطرق الثلاث، وأحسب التكلفة الإجمالية عند كل حل -3
طريقتي لأمثل بلحل اانطلاقا من جدول الحل الأساسي الأول المحصل عليه من كل طريقة، أوجد ا -4

 المسار المغلق والتوزيع المعدل.

 التمرين الثاني:

يبين معطيات متعلقة بالطاقة الإنتاجية، والطلب وتكلفة نقل الوحدة الواحدة من مصادر الإنتاج إلى  الجدول التالي
 .اصة بمؤسسة للصناعات الكهربائيةمراكز الطلب الخ



الخامس: مشكل النقل لمحورا  

 

182 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :المطلوب
 ذه المشكلة.صياغة نموذج البرمجة الخطية له -
 إيجاد الحل الأولي باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية. -
 إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة المسار المغلق. -

 الثالث:التمرين 

 إليك شبكة النقل التالية:

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 المطلوب:
 أوجد الحلول المثلى بانتهاج جميع الطرق. -
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